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Aritmetiikan peruslause

Yhdistetty lukun voidaan aina hajottaa muotoon
n=niny, l<n<n 1<m<n
Jatkamalla téassa tekijoiden ja np hajottamista (jos mahdollista) saadaan lopuksi luvalékutekijghajotelma

N=piPz--- Pk (P1, P2, . ., px ovat alkulukujg.

Alkutekijahajotelma voidaan kirjoittaa my6s muodossa

n= q*l‘lqu Qs (0, . .. qs ovat erisuuria alkulukujay, > 1Vi).

Tata muotoa sanotaan luvidanoniseksi (alkutekija)hajotelmaksi
Esimerkki. 300=2.2.3.5.5.5=22.3.53,

Lause. Olkoota ja b suhteellisia alkulukuja, toisin sanoen &) = 1. Josa | bc, niin a| c.

Todistus. Tiedamme, etta lukujen ja b suurin yhteinen tekija voidaan esittdd muodossaua+ vb, joillakin
kokonaisluvuillau ja v. Nyt ¢ = c- 1 = c(ua+ vb) = uac+ vbc Koskaa | uac ja oletuksen nojalla | bc, niin
a| (uac+vbgelialc. O

Lause. Olkoon p alkuluku. Josp| a; - - - & (& € Z), niin p jakaa jonkin luvuista.

Todistus.Josp | az, niin vaite on todistettu. Oletetaan, efifia;, silloin pjaa; ovat suhteellisia alkulukuja. Koska
p|ai(az---ak) niin edellisen lauseen nojalla| a; - - - ax. Toistamalla argumenttia ensin lukuap ja sen jéalkeen
niin pitkalle kuin on tarve léydetééan lopulta lulgl jonkap jakaa.[]

Kahden edellisen lauseen avulla voidaan todistaa seusaineetiikan peruslause.

Lause. Jokainen kokonaislukn > 1 voidaan esittaé alkulukujen tulona eli muodossa
n=pipz2---p (PEP 1<i<t)
tekijoidenp; jarjestysta vaille yksikasitteisesti.

Todistus.Alkutekijahajotelman olemassaolo perusteltiin sivun alussa. Todistetaan vield, etté kyseinen hajotelma on
yksikasitteinen. Tehdaan vastaoletus, etta luvubiési kaksi esitysté = pi1p2--- prjan=010z- - - gr, missa kaikki
luvut pi ja gi ovat alkulukuja. Silloinp; | 0102 - - qr, joten edellisen lauseen nojalfa jakaa jonkin luvuistay;.
Voidaan olettaa, ettf | ;. Koska molemmat luvut ovat alkulukuja gm = g;. TAman jalkeen ja4 tarkasteltavaksi
yhtélo

P2---Ppt=02--Cr-

Jatkamalla samoin saadapn= 0, ..., pt =g (jar =t). O
On luonnollista sopia, ettd luvulla 1 on esitys "tyhjana" alkulukutulona {(sii®). Negatiivisilla kokonaisluvuilla
on yksikasitteinen esitys muodossgipz- - - pt.

Kahden luvura ja b suurin yhteinen tekija voidaan laskea maarittdmalla ensin lukujen kanoniset hajotelnzat. Jos
ja b ovat suuria on Eukleideen algoritmi kuitenkin nopeampi menetelma.
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