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Aliryhma

Méaaritelma. Olkoon(G, ) ryhma. JoH C Gja(H,x) on ryhma sanotaan, ettt «) on ryhméan(G, ) aliryhmé&
Té&td merkitdérfH, ) < (G, *). Jos lisdksH # G, voidaan merkitdH, ) < (G, ).

Aliryhman maarittelyssa pitaa kiinnittdd erityistd huomiota ryhman bin&darioperaatioon ja siihen, ettd aliryhma
maéraytyy nimenomaan saman operaation suhteen. Esimerkiksi kokonaislukujenZoos@joukkoA = {—1,1}
muodostaa ryhman kertolaskun suhteen, mutta se ei ole rylhan aliryhmd, ja kuten esimerkeissé todettiin
pari(Z,-) ei ole ryhma.

Ryhman(G, ) ja sen aliryhmar{H, ) neutraalialkiot ovat sama alkio. Tam& ndhd&an seuraavasti. Oletetaan, etté
e on ryhman(G, x) neutraalialkio jag¢ on aliryhman(H, ) neutraalialkio. Kosk& € H C G, voidaan ryhmassa

G laskea, ett&® = € x €. Kertomalla yht&ld puolittain alkioe’ k&énteisalkiolla€) ! saadaae = (¢/) 1+ ¢€ =

() 1x(dx€)=((€)1xe)xd =exe =¢.

Edellisesta seuraa, ettd joukbinalkion a kdanteisalkio on sama aliryhméags#, =) ja ryhmassigG, «).
Ryhman(G, ) triviaalit aliryhmét ovat ryhmé itse ja sen neutraalialkion muodostama ryhma.
Seuraavaa lausetta kayttden voidaan usein selvittdd muodostaako annettu joukko aliryhman.

Lause.[Aliryhmakriteeri] Olkoon(G, ) ryhma jaH C G. Pari(H, ) on ryhman(G, x) aliryhma jos ja vain jo$l
on epétyhja joukko ja+ b~ € H kaikilla a,b € H.

Todistus. Oletetaan ensin, eti@, «) on ryhman(G, «) aliryhma. KoskaH, x) on ryhmé, on siind neutraalialkio,
siisH on epatyhja joukko. Jas € H, niin b=t € H, koska(H, *) on ryhmé. Jos edelleemc H, niin koskaH on
ryhmané suljettu operaationsuhteenas b1 € H.

Todistetaan vaite viela toiseen suuntaan. OletetaanHetiéi epéatyhja joukko jax b~ € H kaikilla a,b € H.
Olkoon e ryhméan(G, ) neutraalialkio. Jos € H, niin oletuksen nojallee = axa~! € H, joten joukossad on
neutraalialkio. Edelleen oletuksen nojalal = exa ! € H, joten kaikilla joukonH alkioilla on kaanteisalkio
joukossaH. Nyt on naytetty ryhman ehtojef2) ja (G3) toteutuvuus. Operaationassosiatiivisuus joukossd
seuraa siita, etta joukad alkiot ovat myds joukorG alkioita ja ovat ndin assosiatiivisia ryhm#&6, «) binaa-
rioperaation suhteen. Lopuksi todistetaan viel&, Httén suljettu operaatior suhteen. Joa,b € H, niin edella
todistetun nojalleb~! € H. Oletuksen nojalla saadaa b = ax (b~1)~1 € H. Taten(H, ) on ryhmé ja siis
(H,*) <(G,x).O
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