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Esimerkkejd ryhmahomomorfismeista

Esimerkki. Positiiviset reaaliluvut muodostavat kertolaskun suhteen ryh{®an-). Samoin kaikki reaaliluvut
muodostavat yhteenlaskun suhteen ryhnfir+). Olkoon f kuvaus ryhmaltgdR ., ,-) ryhmalle (R, +), missé
f(x) = logx kaikilla x € R ;. Logaritmin maaritelman perusteelfgdxy) = log(xy) = logx+ logy = f(x) + f(y).
Taten kuvaud on homomorfismi. Tarkastamalla bijektiivisyys huomataan, ettéd kuvaus on isomorfismi.

Esimerkki. Olkoonf :(Z,+) — (Zm,+), missd ryhmanZm,+) yhteenlasku on jaédnndsluokkien yhteenlasku ja
misséf(a) = a kaikilla a € Z. Kuvausf on homomorfismi, koska kaikillay € Z on f(x+y) =XFy=X+y=

f(x)+ f(y).
Esimerkki. Néaytetaan, etteivat ryhméR, +) ja (R*,-), misséR* = R\ {0}, ole isomorfisia. Pita siis osoittaa,
ettei ole olemassa mitéan isomorfista kuvausta toiselta ryhmalté toiselle.

Ryhman(R*,-) neutraalialkio on 1Tassa ryhméssé on kaksi alkiota= 1 jax = —1, jotka toteuttavat yhtalén
x? = 1. Jos olisi jokin isomorfismif ryhmalta (R*,-) ryhmélle (R, +) niin f(1) = f(1-1) = f(-1-(-1)) =
f(1)+f(1) = f(—1)+ f(—1). Toisaalta ryhméarR, +) neutraalialkio on 0 ja homomorfismi kuvaa neutraalialkion
neutraalialkioksi, joterf (1) = 0. Jotta f voisi olla isomorfismi pitdisi ryhméss@R,+) olla kaksi eri ratkaisua
yhtaldllex+ x = 0, ratkaisuja on kuitenkin vain yksi= 0. Taten(R, +) # (R*,-).

Esimerkki. Olkoon(G,*) ryhméd jau € G. Osoitetaan, ettd kuvaus
fu: (G, %) — (G,%), fu(@ =uxaxu! VaecG,

on isomorfismi.
Osoitetaan ensin, etta kuvafijson homomorfismi. Taméa tehdaan suoraan laskemalla. Kaiibia G :

1

fu(@xb) = ux (axb)xu "t = usraxu txuxbxu=t = fy(a)* fu(b).

Kuvauksen bijektiivisyyden toteamiseksi osoitetaan, ettd kuvauk§eldm kdanteiskuvaus. Naytetdan, ettd ku-
vauksenf, kaanteiskuvaus off; 1, jolle f;1(a) = u txaxukaikille ac G:

1

(fuo fyh)(a) = fu(fi1(@) = fu(u txaxu) =uxutraxusxul=a

ja samoin voidaan osoittaa, ett§; o fy)(a) = a. Koska molemmat yhdistetyt kuvauksgto f;* ja f;lo fy
tuottavat identiteettikuvauksen d[]fl kuvauksenf, kdanteiskuvaus. Tatefy on bijektio.

Isomorfista kuvausta ryhmalta itselleen sanotaaomorfismiksiEsimerkin kuvaus on siis automorfismi.
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