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Renkaiden homomorfia

Méaaritelma. Olkoot(R,+,-)ja(R,+’,”') renkaita. Kuvausté: (R +,-) — (R, +', ') sanotaaifrengas)homomorfismiksi
jos se tayttaa ehdot:

RH1. f(a+b)=f(a)+' f(b) VabeR

RH2. f(a-b)=f(a)'f(b) VabeR

RH3. f(1g) = 1r.

Maaritelman mukaan kuvaus: (R,+,-) — (R,+’,-") on rengashomomorfismi jos ja vain jéson ryhmahomo-

morfismi(R,+) — (R,+’) ja silla on ominaisuudet RH2 ja RH3. Ryhmahomorfismin ominaisuuksien perusteella
rengashomomorfisnfi: (R, +,-) — (R, +’, ) toteuttaa kaikillea € R ehdot

f(Or) =0r,  f(—a)=—"f(a).

Lisdksi ehtojen RH2 ja RH3 nojalla
fal)=fa ! vaeR,

silla f(a) -/ f(a™t) = f(a-a™1) = f(1r) = 1r ja samoin nahd&an, etfda1) -/ f(a) = 1r.
Lause. Olkoonf : (R,+,-) — (R,+',-") rengashomomorfismi.
(i) Jos(S +,-) on renkaan(R +,-) alirengas, niin f(S),+',-') on renkaar{R,+',-) alirengas.

(i) Josl onrenkaar(R, +,-) ihanne, niinf(I) on renkaar( f (R),+’, ") ihanne.

Todistus. (i) Todistetaan vaite kayttaen alirengaskriteeria. KoSkan renkaarR alirengas, niin g € S. Lisaksi
f(1r) = 1r, joten Iy € f(S). Josa, b’ € f(9), niin on olemassa sellaisatb € S ettaa’ = f(a) jab’ = f(b). Nyt

a—'b'=f(a)—' f(b)=f(a)+ f(—b) = f(a—b) € f(9),
koskaa — b € Salirengaskriteerin nojalla. Vastaavasti

a-'b=f(af(b)="f(a-b)ef(9.
(i) Kohdan (i) nojalla(f(R),+',") on rengas. Todistetaan vaite kayttden ihannekriteeria. Koskaihanteena
epatyhja, samoin of(l). Vastaavasti kuin kohdassa (i) todetaan, etta kaikkien jodkbnalkioiden erotus kuuluu

joukkoon f(1). Josa’ € f(l), niin on olemassa sellaineme |, ettda = f(a). Vastaavasti kaikilla’ € f(R) on
olemassa sellainanc R, ettar’ = f(r). Nyt

r'’a=fr)'f(a)=f(r-a)ef(l),

koskara € |. Samoin ndhdaéan, etéd-'r’ € f(1) kaikillaa € f(l) jar’ € f(R). O
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