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Renkaiden homomorfia

Määritelmä. Olkoot(R,+, ·) ja (R′,+′, ·′) renkaita. Kuvaustaf : (R,+, ·)→ (R′,+′, ·′) sanotaan(rengas)homomorfismiksi,
jos se täyttää ehdot:

RH1. f (a+b) = f (a)+′ f (b) ∀ a,b∈ R,

RH2. f (a·b) = f (a) ·′ f (b) ∀ a,b∈ R,

RH3. f (1R) = 1R′ .

Määritelmän mukaan kuvausf : (R,+, ·) → (R′,+′, ·′) on rengashomomorfismi jos ja vain josf on ryhmähomo-
morfismi(R,+)→ (R′,+′) ja sillä on ominaisuudet RH2 ja RH3. Ryhmähomorfismin ominaisuuksien perusteella
rengashomomorfismif : (R,+, ·)→ (R′,+′, ·′) toteuttaa kaikillaa∈ Rehdot

f (0R) = 0R′ , f (−a) =−′ f (a).

Lisäksi ehtojen RH2 ja RH3 nojalla
f (a−1) = f (a)−1 ∀ a∈ R,

sillä f (a) ·′ f (a−1) = f (a·a−1) = f (1R) = 1R′ ja samoin nähdään, ettäf (a−1) ·′ f (a) = 1R′ .

Lause. Olkoon f : (R,+, ·)→ (R′,+′, ·′) rengashomomorfismi.

(i) Jos(S,+, ·) on renkaan(R,+, ·) alirengas, niin( f (S),+′, ·′) on renkaan(R′,+′, ·′) alirengas.

(ii) Jos I on renkaan(R,+, ·) ihanne, niinf (I) on renkaan( f (R),+′, ·′) ihanne.

Todistus. (i) Todistetaan väite käyttäen alirengaskriteeriä. KoskaS on renkaanR alirengas, niin 1R ∈ S. Lisäksi
f (1R) = 1R′ , joten 1R′ ∈ f (S). Josa′,b′ ∈ f (S), niin on olemassa sellaiseta,b∈ S, ettäa′ = f (a) ja b′ = f (b). Nyt

a′−′ b′ = f (a)−′ f (b) = f (a)+ f (−b) = f (a−b) ∈ f (S),

koskaa−b∈ Salirengaskriteerin nojalla. Vastaavasti

a′ ·′ b′ = f (a) ·′ f (b) = f (a·b) ∈ f (S).

(ii) Kohdan (i) nojalla( f (R),+′, ·′) on rengas. Todistetaan väite käyttäen ihannekriteeriä. KoskaI on ihanteena
epätyhjä, samoin onf (I). Vastaavasti kuin kohdassa (i) todetaan, että kaikkien joukonf (I) alkioiden erotus kuuluu
joukkoon f (I). Josa′ ∈ f (I), niin on olemassa sellainena ∈ I , ettäa′ = f (a). Vastaavasti kaikillar ′ ∈ f (R) on
olemassa sellainenr ∈ R, ettär ′ = f (r). Nyt

r ′ ·′ a′ = f (r) ·′ f (a) = f (r ·a) ∈ f (I),

koskara ∈ I . Samoin nähdään, ettäa′ ·′ r ′ ∈ f (I) kaikilla a′ ∈ f (I) ja r ′ ∈ f (R). �
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