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Esimerkkeja rengashomomorfismeista

Esimerkki. Olkoon(R, +,-) rengas. ldentiteettikuvausdd (R, +,-) — (R, +,-), missa kaikillaa € Ron idg(a) =
a, on rengasisomorfismi.

Nollakuvausf (a) = Or kaikilla a € R ei ole homomorfismi, koska se ei toteuta ehtoa RH3.

Esimerkki. Kuvausf : (R[X],+,:) — (R,+,-), missaf(ap+ aix+ --- + anX") = ap, on rengashomomorfismi.
Nimittain, josag+aix+ - - - +anX", bg + bix+ - - - + byX™ € R[x] (voidaan olettaa, ett&@ > n), niin

f(ag+---+anX"+bo+ -+ byX™) = f(ag+bo+ (ag + by )x+ - - + (8n + bn)X" + by ax™ L 4 -+ bpx™)
=ag+bo= f(ag+ax+---+anxX") + f(bp+bix+--- 4 bmnx™).
Lisaksi
f((ap+arX+ - +anX") - (bg+ bix+ - +byx™)) = f(agho + aghax+ - - - +anbmx™™™)
= aghp = f(ap+aix+---+anx") - f(bo+bax+- - +bmx™).

Renkaan(R[x],+,-) ykkosalkio on luku 1 Koska f(1) = 1, niin myds viimeinen rengashomomorfismin ehto
toteutuu.

Taméan rengashomomorfismin ydin ké&f on

ker(f) = {p(x) e R [ f(p(x)) =O0r= 0}
= {p(x) € R[x] | polynominp(x) vakiotermi on Q.

Rengashomomorfismin kuva Iffi) on reaalilukujen joukk®. Kyseessa on siis epimorfismi.

Renkaiden homomorfialauseen mukaan rengashomomofffisidiisoi rengasisomorfismin
F: (R[X]/ker(f)7+a ) - (R7+7 ')7
missaF (ap+ agx+ - -- +anX" + ker(f)) = F(ap + ker(f)) = f(ap) = ap.

Esimerkki. Naytetdan, ettd kuvauk: (C,+,-) — (C,+,-), missaf(x+iy) = x— iy, on rengasautomorfismi.
Kuvausf on homomorfismi silla kaikillag +iy1,% +iy2 € C on

fxat+iyr+xe+iy2) = fxa+xe+ilyi+y2))=x1+X2—i(y1+Y2)
X1 —ly1+Xe —iy2 = f(x1 +iy1) + f (X2 +iy2)

f((xa+iy1)(e+iy2)) = f(xxe—yiyz2 +i(Xay2 +y1Xe)) = XaXe — y1y2 — i(X1y2 + YiXe)
= (xa—iy1) (X —iy2) = f(xa+iy2) f (X2 +iy2).
RenkaarC ykkdsalkio on 1. Koskéd (1) = 1, toteutuvat kaikki rengashomomorfismin ehdot.

Homomorfismi on injektio, silla kéif) = {0}. Selvasti homomorfismi on myds surjektio, joten se on bijektio ja
nain ollen automorfismi.
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