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Lukuteoria

1.

a) Tarkistetaan ekvivalenssirelaation ehdot. ~ on refleksiivinen, silli identiteettikuvaus, id :
C — C, id(x) = z, on bijektio. Relaatio on symmetrinen, koska jos kuvaus f : C — D on
bijektio, samoin on kuvaus f~! : D — C. Oletetaan sitten, etti C ~ D ja D ~ E, eli on
olemassa bijektiot f: C — D ja g: D — FE. Silloin my6s kuvaus go f : C' — E on bijektio, eli
C~E.

b) Samaan tapaan kuin edelld havaitaan, ettid ~ on refleksiivinen ja transitiivinen, mutta entapi
symmetrinen? Joukkojen C' = {0} ja D = {0, 1} avulla havaitaan, etti relaatio ei ole symmetri-
nen. Nimittdin C' ~ D, koska kuvaus id : C' — D, id(0) = 0, on injektio, mutta ei ole olemassa
injektiota joukolta D joukolle C, eli D « C.

2.

a) (a,b) p(a,b), joss a = b. Esimerkiksi (0, 1) ei ole relaatiossa itsensd kanssa.
b) Jos (a,b) p(c,d), niin a = d ja b = c. Télloin tietenkin ¢ = b ja d = a, eli (¢,d) p(a,b).
¢) (0,1) p(1,0) ja (1,0) p(0, 1), mutta (0, 1) p(0, 1) ei pide.

3.

a) a—c on parillinen, jos ja vain jos a ja ¢ ovat joko molemmat parillisia tai molemmat parittomia.
Yksittéisesséd luokassa siis kaikkien parien ensimmaéisten elementtien pariteetti on sama. Samoin
toisten elementtien. Siispid luokkia on kaikkiaan neljéd ja niiden edustajiksi kelpaavat vaikkapa
parit (0,0), (0,1), (1,0) ja (1,1).

b) Determinantti voi tietenkin olla mikd tahansa kokonaisluku. Niinpé luokkia on "yhté paljon”
kuin reaalilukujakin. Determinantti on helpointa laskea lavistéjamatriisista, joten edustajistoksi
kannattaa valita vaikkapa joukko {(§9) | z € R}.

4. Jos a = 2n, jollakin n € Z, niin a® + 1 on pariton, eiké siis ole neljilli jaollinen. Jos taas
a =2n+1, niin a® + 1 = 4n> + 4n + 2. Jos nyt a® + 1 olisi neljilli jaollinen samoin olisi luku
a?+1—4(n*+n)=2.

5. Luku 2 on ainoa parillinen alkuluku, joten luvun n on oltava pariton, koska jos n on parillinen,
samoin ovat luvut n + 2 ja n + 4. Jos n on kolmella jaollinen, samoin on luku n + 6, eli joka
kolmas pariton luku on kolmella jaollinen. Jos siis luku n on lukua 3 suurempi pariton luku, on
korkeintaan kaksi luvuista n, n+ 2 ja n + 4 alkulukuja. Siispé ainoaksi ratkaisuksi kelpaa n = 3,
jolloin my6s n 4+ 2 =5 ja n+ 4 = 7 ovat alkulukuja.



6. Sovelletaan Eukeleideen algoritmia:

702191 = 2 - 242963 + 216265
242963 =1 - 216265 + 26698
216265 = 8 - 26698 4 2681
26698 = 9 - 2681 + 2569
2681 =1-2569 4 112
2569 = 22112 4105
112=1-105+7
105=15-7,

eli syt(242963,702191) = 7. Yhtiloketjua alhaalta ylospéin laskettaessa saadaan:

7=112—105 = 112 — (2569 — 22 - 112)
= 23112 — 2569 = 23(2681 — 2569) — 2569
— 232681 — 24 - 2569 = 23 - 2681 — 24(26698 — 9 - 2681)
=239 - 2681 — 24 - 26698 = 239(216265 — 8 - 26698) — 24 - 26698
=239 - 216265 — 1936 - 26698 = 239 - 216265 — 1936(242963 — 216265)
= 2175 - 216265 — 1936 - 242963 = 2175(702191 — 2 - 242963) — 1936 - 242963
= 2175 - 702191 — 6286 - 242963.

7. Jos a = 0, niin syt(8a + 3,5a + 2) = syt(3,2) = 1. Jos a > 0, niin Eukleideen algoritmilla
saadaan

8a+3=(5a+2)+ (3a+1)

5a+2=(3a+1)+ (2a—|—1)

3a+1=(2a+1)+

3a jos a =1, jolloin syt(8a + 3,5a+2) =a =1

2-a+1 josa>1, jolloin jatketaan laskentaa. ..

20 +1=

/—H

a=a-1,

eli syt(8a + 3,5a + 2) = 1. Jos a < 0, niin merkitédén b = —a, jolloin syt(8a + 3,5a + 2) =
syt(8b — 3,5b — 2) ja jilleen saadaan Eukleideen algoritmilla

8b—3=(5b—2)+ (3b— 1)
5b—2=(3b— 1)+ (2b—1)
31— {2(21)—1) jos b =1, jolloin syt(8b — 3,50 —2) =2b—1=1
(2b —1)+b jos b> 1, jolloin jatketaan laskentaa. ..
W—1=b+(b—1)
b=(b-1)+1
b—1=(0b-1)-1

eli syt(8b — 3,56 —2) = 1.



8.

a) Jos alkuluku p on enintééin luvun n suuruinen, niin p jakaa luvun n!. Jos nyt p jakaisi luvun
N, jakaisi se myos luvun N — n! = 1, mikd on mahdotonta. Siispd luvun N kaikki alkutekijét
ovat vaistdmattd suurempia kuin luku n.

b) Oletetaan, ettd 1 < i < n — 1. Silloin luku i + 1 jakaa luvun n! ja siis edelleen luvun
N+i=nl+i+1. Toisaaltai+ 1< N + 1, eli N + i ei voi olla alkuluku.

10.
a) Kaikilla £ > 5 luku 5 jakaa luvun k!, joten n=14+2+3!+4!=1+2+1+4=3 (mod 5).
b)n=1+2+4+344145!4+6/=14+2-1-44+1-1=-2=5 (mod 7).

c) 48 = 2% .3, joten 6! = 2% .32 .5 on jaollinen luvulla 48, eli k! = 0 (mod 48), kaikilla k& > 6.
Siispin=114+2!4+31+41+5!=1+2+6+24+24 =9 (mod 48).

11. Jos yll& olevalla yhtilolls olisi kokonaislukuratkaisu (z,y), seuraisi siité, ettd luku 522 — 7
olisi kolmella jaollinen, tai siis 522 — 7= —2% — 1 =0 (mod 3). Kuitenkin

9 2 (mod3) josz=0 (mod3),
—r"—1=
1 (mod 3) josx==+1 (mod 3).

12. Ensinnékin 4" = (—1)" = 9" (mod 5). Luku 2 - 4" + 3 - 9" ei ole kahdella jaollinen, koska
silloin my6s luku 2 - 4" 4+ 3 - 9" — 2 - 4" = 32"+ olisi. Samaten 2 - 4™ + 3 - 9" ei ole myoskiin
kolmella jaollinen. Sen sijaan 2-4™ +3-9" =5(—1)" =0 (mod 5), eli 2-4™ 4+ 3 - 9" on viidelld
jaollinen.

13.

n n—1i,9t n—1i 2i i
Fp—1=92" =92 "% _ (22 ) = (Fpi — 1)

Olkoon nyt 0 < m < n ja oletetaan, ettd alkuluku p jakaa luvun F,,. Naytetdéan, kongruenssin
avulla, ettei p jaa lukua F),:

on—m gn—m

F,=(F,-1) +1=(-1) +1=2 (mod p).

Téstd seuraa, ettd jos alkuluku ¢ jakaa luvun F),, niin se ei jaa lukua F,,. Siispé lukujen F, ja
F,, suurin yhteinen tekija on 1.

14. olkoot o ja m/ ne luvut, joilla a = da’, m = dm’ ja syt(a’,m’) = 1.

Oletetaan ensin, ettd ax = ¢ (mod m) on ratkeava. Silloin on olemassa sellainen luku zg, ettd
m ja edelleen d jakaa luvun azxg — c. Koska d jakaa my6s luvun axg, jakaa se siis myos luvun
axo — (axg —c) = c.

Oletetaan toiseksi, etté d jakaa luvun ¢, eli on olemassa luku ¢, jolla ¢ = d¢’. Koska syt(a’,m’) =
1, on yhtélolld o’z = ¢ (mod m') ratkaisu zg, eli a’zg = ¢ + km’, jollakin luvulla k. Silloin

axg = da'zg = d(c +km') =c+km=c (mod m).



Edelld nihtiin, ettd jos zp on yhtilon o’z = ¢ (mod m’) ratkaisu, on se myos alkuperiisen
yhtdlén az = ¢ (mod m) ratkaisu. Tamé péitee myos kddntden. Jos nimittéin axg — ¢ = km,
eli d(a’xg — ') = dkm/, niin jakamalla puolittain luvulla d nidhdéén, ettd a’zg = ¢ (mod m').
Yhtilsilld on siis samat ratkaisut. Yhtélolld o’z = ¢ (mod m') on yksikésitteinen ratkaisu zg
vélilld 0 < zp < m/—1, joten yhtélsiden kaikki ratkaisut muodostavat joukon {zo+km' | k € Z}.
Niistd ratkaisuista osuvat viélille [0, m — 1] luvut xg, 2o +m/, 2o + 2m/, ... 20+ (d — 1)m/, joita
on d kappaletta.

16. Suoraan laskemalla saadaan 5 - 27 = 640 = —1 (mod 641) ja korottamalla puolittain
neljinteen potenssiin 5% - 22 =1 (mod 641). Edelleen: 5* = 625 = —16 = —2% (mod 641). Nyt
saadaan 232 = —(—2%).228 = —5%.228 = 1 (mod 641), jolloin 22 +1 = —1+1 =0 (mod 641)
ja siis 232 4 1 on jaollinen luvulla 641 eiki voi olla alkuluku.

17. Ensinnéikin 1234 = 176 -7+ 2 = 2 (mod 7). Toiseksi 22 = 8 = 1 = 2° (mod 7), jolloin
2" = 2™ (mod 7), aina kun n = m (mod 3). Kolmanneksi 1234 = 411-3+ 1 =1 (mod 3). Siis
12341234 = 21234 = 21 — 2 (mod 7).

18. Jos yhtélolla olisi ratkaisu (xo, yo), niin saataisiin kongruenssi
2y +ys =3 (mod 7).

Kuitenkin 03 = 0, (£1)3 = +1, (£2)% = +1 ja (£3)> = F1 modulo 7. Tésti seuraa, ettd
valittiinpa kokonaisluvut 7 ja s miten tahansa, niin 73 + s3 = ¢ (mod 7), missi ¢ € {0, 41, +2}.

Ryhmit

19. On tarkistettava ryhmén ehdot. Selvisti 2Z on suljettu yhteenlaskun suhteen, eli kahden
parillisen luvun summakin on aina parillinen. Assosiatiivisuus seuraa ryhmén (Z,+) assosiatii-
visuudesta. Ryhmén 27 neutraalialkio on 0 ja luvun n ki#nteisalkio on —n, joka on parillinen,
jos n on. Itse asiassa 27 on my6s kommutatiivinen, miké on assosiatiivisuuden tapaan seurausta
ryhmén Z kommutatiivisuudesta.

20.

a) Kommutatiivisuusehdosta saadaan (ab)? = abab = aabb = a?b>.

b) Kerrotaan yhtilod (ab)? = a?b? vasemmalta alkion a kisinteisalkiolla ja oikealta alkion b
kéanteisalkiolla, jolloin saadaan

(ab)? = a*b* = a"Lababb™' = a ' aabbb™! = ba = ab.

c) Nyt saadaan (ab)? = 1 = a?b? aina, kun a,b € G, misti b)-kohdan mukaan seuraa ryhmin G
kommutatiivisuus.



21. Ryhmétaulu on
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josta voidaan laskea 7 -2 = 5. Huomaa, ettd koska ryhmé Z§ on kommutatiivinen, niin sen
ryhmétaulu on symmetrinen pailéavistijansi suhteen.

22.

a) Selvisti o on joukossa S, méiritelty. Lasku

(ao(Bom))(x) = a((Bor)(x) = a(B(y(z))) = (a0 B)(v(x) = ((ae B) o) (x)

osoittaa assosiatiivisuuden. Neutraalialkio on identiteettikuvaus, id : N,, — N,, id(z) = =x.

Alkion o kiddnteisalkio on kisnteiskuvaus L.

b) Joukko H on epityhji ja selviisti (o 71)(1) =1, jos a(1) = (1) = 1, eli a0 B~ € H, jos
«, 0 € H. Niinpé aliryhmékriteerin perusteella H on aliryhma.

c¢) Identiteettikuvaus ei kuulu joukkoon K, joten se ei ole aliryhmé.

23.

a)le<S>ja(-1)"!=-1€ < 8> Toisaalta {£1} on ryhmi, joten < S > = {£1}.
b) < S >={aazam | m>1,a; € {3,37'}, kaikilla 1 <i <m} = {3" | n € Z}.

c) 27! kuuluu ryhmésin < S >, joten myds n = 2n/2 ja edelleen n~! kuuluu siihen, kaikilla
n € Z. Silloin myos Q* C < § >. Toisaalta Q* on ryhmé, joten < S > = Q*.

24. Koska syt(m,n) = 1, on olemassa sellaiset luvut u,v € Z, ettd mu + nv = 1. Silloin

a = CLI — amu+nv — (am)uanv — 1uanv — am} — (CL’l))?’L7

(Zy x Z3) = 6. Huomataan, etti 2(I,T) = (0,2), 3(L, 1) = (1,0), 4(I,1) = (0,T) ja 5(1,1) =
3

eli Zy x Zy # < (a,b) >, valittiinpa alkio (a,b) miten tahansa.



26. Oletetaan k#dntden, ettd ryhmélld G olisi korkeintaan kaksi eri aliryhmééd. Néiden téytyisi
silloin olla G itse ja {1} (jotka voivat olla samoja, jos G on triviaali ryhmé). Silloin

G j 1
cas— jos a # 1,
{1} josa=1,

eli G on syklinen, jolloin se on myts kommutatiivinen.

Huomaa, etté kdidnteinen viite ei pidé paikkaansa: ryhmé voi olla kommutatiivinen, vaikka silld
olisikin véhintéiéin kolme eri aliryhm#é. Ajattele vaikkapa ryhméé Zy, jolla on aliryhmé {0, 2}.

27. Osoitetaan, etti G= < (% §) >. Lasketaan

Symmetrian nojalla saadaan myts G = < ((1) _01) >.

28. Riittia tarkistaa aliryhmékriteeri #érellisten ryhmien tapauksessa. Eli oletetaan, ettd
@25 € QRy. Silloin @ -5° = ab- € QRym.
Laskettaessa esimerkiksi ryhméé (QR; kannattaa ryhmén 77 alkiot ajatella muodossa Z7; =
{1, £2, 43}, jolloin

QR; = {1°,2%,3%} = {1,73,2}.

Muut ryhmaét lasketaan samaan tapaan.

29. Ryhmi G = {£1,+5}. Ryhmén kaikki alkiot ovat itsensd ké#nteisalkioita, koska
(£5)> =25=1=(£1)*> (mod 12).
Siispd muiden kuin alkion 1 kertaluku on 2. Selvisti
G=<-1,5>=<—1,-5 >,

mutta myds G= < —5,5 >. Siispé tdmin ryhmiin generoivat mitki tahansa kaksi erisuurta,
alkiosta 1 poikkeavaa, alkiota.

30.

a) syt(a,17) = 1, kaikilla 1 < a < 16, joten §Z7, = 16.

b)3’="8,3' =8 ="71ja3’ =1 ="1.

c) Lagrangen lauseesta seuraa, ettéd ord(3) jakaa luvun §Z3, = 16, joten alkion 3 kertaluku on
jokin luvuista 2, 4, 8 tai 16. Kohta b) rajaa niisti luvuista kolme pienint# pois, joten ord(3) = 16,
eli Z3, = < 3 >.

31. Koska 109 on alkuluku, on 77,y = 108 = 22 . 33, joten Lagrangen lauseen mukaan alkion
23 kertaluku ord(23) € {2,3,4,6,9,12,18,27, 36,54, 108}. Kertaluvun méérittimiseksi lasketaan



aluksi

23" = -1

23° = 71623 = —41

23" = (232)2 = ~16° =38
2 2 _ o=

Sitten ei jatketakaan timin pidemmiille, koska huomataan, etti 23° = 23 - 23° = 23 - 2, misti
seuraa supistussiinnon avulla (tai siis kertomalla yhtils puolittain vasemmalta alkiolla (2)71)

Seuraavaksi havaitaan, etté
=16=2"=(23")*=23"

Kun tissi supistetaan oikealta alkiolla 23°, saadaan 23° = —1, eli 23°° = T. Siispi alkion 23
kertaluku ei voi olla ainakaan suurempi kuin 36. Osoitetaan, ettei se ole myoskdan pienempi.
2318 = (2739)2 # 1, joten 23’ # +1. Tisté seuraa, etti

27 18

2377 =23"%.23° = —1.23° £ 1.

Suoraan laskemalla saadaan
237 =16° =15 # 1.
Saadaan siis ord(23) = 36.

Nyt 2" = 23°" =T, jos ja vain jos luku 36 jakaa luvun 5n, jos ja vain jos luku 36 jakaa luvun n.
Siispd my6s ord(2) = 36, eli H = < 23 > = < 2 >. Koska —1 € H, niin

ne H, jos ja vain jos —n € H,
kaikilla luvuilla n € Z. Saadaan H = {£n | n € A}, missé

A={neZ| -54<n<bdjaimeZ:(0<m<17ja2™ =n (mod 109))}
= {1,2,4,8,16,32, —45,19, 38, — 33,43, —23, 46,17, 34, —41, 27, 54}.

32.

a) Kongruenssiehdosta saadaan suoraan laskemalla [a] * [b] = [a x b] = [c * d] = [¢] * [d].

b) Ryhmiéehtojen osoittamiseksi oletetaan, ettd alkiot a,b,c¢ € G on valittu mielivaltaisesti.
Suoraan laskemalla saadaan

[a] = ([b] % []) = [a]  [bx ] = [ax (b )] = [(axb)* ] = [axb] x[c] = ([a] * [b]) * [c],
[a] % [e] = [a x €] = [a] = [e xa] = [e] [al,
la] x[a” "] =[axa™] = [e] = [a"" xa] = [a”] * [a]

sekéd kommutatiivisen ryhmén tapauksessa vield
[a] * [b] = [a*b] = [b*a] = [b] *[a].

Koska alkiot a, b ja c oli valittu mielivaltaisesti, toimivat ylla olevat ehdot tietenkin kaikille
ryhmén G alkioille ja siis kaikille ryhmén G/~ luokille. Siispd ryhmén G/~ neutraaliluokka
on [e] ja luokan [a] kiinteisluokka [a]™! = [a~!]. Huomaa, ettdi kaikki laskut ryhméissd G/~
palautuvat laskuiksi ryhméssa G.



c) Olkoon a,b,c ja d mielivaltaisesti valittuja ryhmén G alkioita ja oletetaan, ettd a ~ b ja
c ~ d. Silloin a = bx hj ja ¢ = d* he, joillakin ryhmén H alkioilla h; ja hy. Koska H on normaali
aliryhmé, on h; * d = hs3 * d, jollakin alkiolla hs € H. Nyt saadaan

axc=bxhyxdxhy=bxd%hs*hy € bdx H,

eli a x ¢ ~ b * d. Koska kongruenssiehto toimii mielivaltaisesti valituille alkioille, toimii se silloin
kaikille ryhmén G alkioille. Siispd ~ on kongruenssi.

d) Osoitetaan ensin aliryhmékriteerin avulla, ettd [e] on ryhmén G aliryhmé. Luonnollisesti [e]
on epétyhjé, koska ainakin e € [e]. Oletetaan sitten, ettd a € [e] ja b € [e]. Silloin relaation ~
refleksiivisyydesté ja kongruenssiehdosta saadaan

axb l=axb lxe~axbxb=ar~e,

eli axb~1 € [e]. Siispi ainakin [e] on ryhmén G aliryhmié.

Osoitetaan vield normaalius. Olkoon a € G ja h € [e] mielivaltaisesti valittuja alkioita. Koska
~ on ekvivalenssirelaatio on a ~ a ja a~' ~ a~!. Silloin kongruenssiehdon avulla saadaan ensin
axh ~ axe = a jasitten axhxa™" L=e eliaxh*xa™"! € [e]. Jilleen tdm# pasttely toimii
yhta hyvin kaikilla alkioilla a € G ja h € H, jolloin aliryhmé&n normaalisuuskriteerin perusteella
[e] on ryhmén G normaali aliryhmaé.

~axa

33. Ryhmén G kertaluku on G = 8 ja f4 = 2. Lagrangen lauseen mukaan sivuluokkien méari
[G:A] = $G/4A = 4. A itse on yksi sivuluokista. Samoin on —1A4 = {—1,—4}. 24 = {2, -7}
ja —2A = {=2,7}. Niin on ldydetty 4 eri sivuluokkaa, eli kaikki sivuluokat ja etsinti voidaan
lopettaa.

34.

a) Ryhmit Zs ja Zg ovat Abelin ryhmié, joten samoin on niiden karteesinen tulo G. Nimittéin
(a,b) + (¢,d) = (a+c¢,b+d) = (c+a,d+b) = (¢,d) + (a,b),

kaikilla alkioilla (a,b), (¢,d) € G. Toisaalta kaikki Abelin ryhmén aliryhmét ovat normaaleja.
b) H = {(0,0), (1, 3)}, koska 2(1,3) = (2,6) = (0,0).

c) Huomaa aluksi, etté

(0,m) + H={(0,n),(I,n+3)} = (1,n+3) + H,
kaikilla luvuilla n € Z. Niinpé edustajistoksi D voidaan valita joukko {(0,7) | 0 < n < 5}.
d) Valitun edustajiston D ansiosta laskeminen ryhméssé G/H on nyt helppoa. Nimittiin
((0,m) + H) + ((0,7) + H) = ((0,m +n) + H),

kaikilla m,n € Z.

e) Kohdasta d) nihddén vilittomésti, ettd ryhmé G/H on isomorfinen ryhmén Zg kanssa, joten
G/H on syklinen.

35.

a) flw+y) =2"" =272V = f(z)f(y).

b) f(0) # 0, eli f ei kuvaa neutraalialkiota neutraalialkioksi, joten f ei ole homomorfismi.



c) f(zy) = |zyl = |z[ly| = f(z) f(y).

36. Voidaan olettaa, ettd kyseinen isomorfismi on f : G — G.

a) Olkoon alkiot aj,b; € G; valittu mielivaltaisesti. Koska f on surjektio, on olemassa jotkin
alkiot a,b € G, jotka ovat alkioiden ay ja by alkukuvia, eli a3 = f(a) ja by = f(b). Silloin

arby = f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b)f(a) = bray.

Edellé oleva pétee kaikille alkioille aq, by € GG1, koska se pétee mielivaltaisesti valituillekin. Siispé
(G1 on kommutatiivinen.

b) Olkoon G = < a > ja a; = f(a). Osoitetaan, ettd G; = < a; >. Olkoon siis b; € G valittu
mielivaltaisesti. Silloin on olemassa alkio b € G, jonka kuva b; on. Nyt on olemassa jokin luku
n € 7, jolla b = a™. Saadaan

by = f(b) = f(a") = f(a)" = af,

eli by € < a; >. Jilleen edelld sanottu pétee kaikille alkioille by € G1, joten G on syklinen.

37.

a) Luonnollisesti isomorfismiksi kelpaa f : R? — C, f(x,y) = x + yi. Varmistetaan vield homo-
morfisuus (injektiivisyys ja surjektiivisuus ovat triviaaleja):

f((z1,91) + (22,92)) = f(21 + 22,91 +y2) = 21 + 22 + (y1 + 12)i
=z + i+ 22 + i = f(xr, 1) + f(x2,92),

kaikilla (z1,91), (z2,y2) € R2.

b) Olkoon f : Z — Z x Z homomorfismi. Niytetdédn, ettd se ei ole surjektio. Ryhmé Z on
syklinen. Nimittdin Z = < 1 >. Oletetaan, ettd f(1) = (a,b). Jos b = 0, niin homomorfismin
kuva Im(f) = {(na,0) | n € Z}, eikd alkio (1,1) kuulu siihen. Jos taas b # 0, niin kuva
Im(f) = {(na,ndb) | n € Z}, eiké talld kertaa (1,0) kuulu siihen.

39. Ensinnikin 177, = 16, joten minké tahansa ykkosalkiosta eroavan alkion kertaluku on
jokin luvuista 2, 4, 8 tai 16. Tama helpottaa tutkimusta. Saadaan

32=9=-8 (mod 17),
3'=(-8)?2=64=—4 (mod 17),
3¥=(-4)2=16=—-1 (mod 17),

eli alkion 3 kertaluku ei voi olla mik##in luvuista 2, 4 eikéi 8, joten sen tédytyy olla 16. Niinpi
1. = < 3 >. Nyt saadaan helposti isomorfismi & : Z1g — Z}-, h(Z) = 3".

40 . Selvisti

cosz sinx) _ 2 2. 1 1z
det( ¥ sn?) =cos“x +sin“x =1=det(;7),



joten ainakin f ja g ovat funktioita joukolta R joukkoon GLo(R). Tarkistetaan sitten funktion
f homomorfisuus:

f(a: + ) _ cos(z+y) sin(z+y) \ ( COS T cos y—sin z sin y sina:cosy+c0sa:siny)
y)=1\- sin(z+y) cos(z+y) /] ~ \ —sinzcosy—cosxsiny cosx cosy—sinzsiny

= (S ) (55 ) = S0 ).

Lopuksi funktion g homomorfisuus nédhdain néin:

9(@)gy) = (DY) = (§7TY) = glz +y).

Huomaa, ettd funktion g homomorfisuus todennettiin “eri suuntaan” kuin funktion f homo-
morfisuus. Suunnan valinnalla ei ole lopputuloksen kannalta merkitysté, joten tdméntyyppisisséa
laskuissa kannattaa valita se tapa, joka tuntuu helpoimmalta.

Funktion f ydin on joukko {n2m | n € Z}. Funktion ¢g ydin muodostuu pelkistdin alkiosta 0,
joten g on injektio.

41. Koska Z12 = < 1 >, saadaan muiden alkioiden kuvat homomorfismiehdosta:

eli e
x‘01234567891011
f(z)|0 5 0 5 0 5 10 15 0 5 10 15

Téstd taulukosta nihdédn, ettd ker f = {0,4, 8} ja Im f = {0,5,10,15}

42, Vililli 0 < z < 18 on 9 lukua x, jotka eivit ole kahdella jaollisia. N&istd luvuista joka
kolmas on kolmella jaollinen. Siispa vélillda 0 < z < 18 on tésmélleen kuusi lukua x jotka ovat
jaottomia seké kahdella ettd kolmella. Niinpd G = 6 ja

G = {¥1,%5,%7}.

Minké tahansa ryhméin G alkion kertaluku jakaa luvun 6, eli kertaluku on 1 (ainoastaan alkiolla
1), 2, 3 tai 6. Nyt 52 =7 (mod 18) ja 53 =5-7 = —1 (mod 18), joten alkion 5 kertaluku ei ole
mikddn luvuista 1, 2 tai 3, eli sen tiytyy olla 6. Siispi G = < 5 >.

Selvisti kuvaus h : Zg — G, h(R) = 5" on isomorfismi. Ryhmin Zg aliryhmit ovat {0}, {0,3},
{0, £2} ja Zg itse. Ryhmiin G aliryhmiit ovat silloin tédsmilleen ryhmén Zg aliryhmien h-kuvat:
(I}, {5°,5°) = (F1}, {5°,5%,5 '} = {17, 75} ja G.



Renkaat
43.

a) Alirenkaan madritelméstd ndhdédn, ettd on 1oydettdvé sellainen rengas (R, +,-), jolla on
yhtilon a? = a toteuttava alkio a # 1g, joka toimii renkaan (A,+,-) ykkosalkiona 14. Itse
asiassa tdlloin voidaan valita A = {a}, eli (A,+,-) on nollarengas. Téssd ei kannata menni
merta edemmés kalaan, eli riittdd valita R = {Og = 0,1z = 1,a,b = 1 + a}. Oletetaan vieli,
ettd 1 +1 = 0 ja a-a = a. Néistd yhtéloistd saadaan yhteenlaskun kommutatiivisuuden ja
distributiivilain avulla (¢o + c1a) + (do + d1a) = (co + do) + (c1 + d1)a ja (co + c1a)(do + dia) =
codo + (cod1 + c1dp + c1dy)a, ¢iyd; € {0,1}, i = 0,1. Alla on yhteen- ja kertolaskutaulut:

+ | 0 1 a l+4a

0 0 1 a l4a - |1 a 14a
1 1 0 1+a a 1 1 a l1l+a
a a 14+a 0 1 a a a 0
l14a|l14a a 1 0 l14a|l1l4+a 0 1+a .

Osoitetaan vield kertolaskun assosiatiivisuus. Oletetaan, ettd x = ¢y + cia, y = do + dia ja
z=eg+ea, ¢,di,e; €{0,1}, i = 0,1. Saadaan

(xy)z = (codo + (cod1 + c1dp + c1dy)a)(ep + e1a)
= (codp)ep + (codoer + (cody + c1dp + c1dy)eg + (codi + c1dy + c1dy)er)a
= co(dpep) + (co(doer + dieg + dier) + c1(doeo) + c1(dper + dieg + dier))a
= (co + c1a)(doeg + (doer + dieg + dier)a) = z(yz).

Distributiivisuus voidaan osoittaa samaan tapaan ja yhteenlaskun assosiatiivisuus ja kommuta-
tiivisuus ovat triviaaleja.



b) Nyt on puolestaan ldydettivi sellainen rengas (R, +, -), jolla on yhtlot a? = a ja ab = b = ba
toteuttavat alkiot a # 1g ja b. Nyt voidaan valita R = {0,1,a,b,a+b,1+a,1+b,1+a+b} =
{co+cra+cab| ¢, €{0,1},1=0,1,2},jossa 1 +1=0,a-a=ajab-b=>b=ab= ba. Niisti

yhtéloistd saadaan

(Co +cia + CQb) + (d() +dia + de) = (Co + do) + (01 + dl)a + (CQ + dg)b

ja

(co+cra+c2b)(do+dra+dab) = codo+ (codr + c1do+c1dr)a+ (coda + c1da + cady + cady + cad2)b,

¢i,d; € {0,1}, i =0, 1,2. Yhteenlaskutaulu on

+ 0 1 a b a+b 1+4+a 1+5b 1+a-+5b
0 0 1 a b a+b 1+a 1+5b 1+a-+5b
1 1 0 14+a 1+ 14+a+d a b a+b
a a 14+a 0 a+b b 1 1+a+5b 1+
b b 1+5b a-+b 0 a 14+a+d 1 14+a
a+b a+b 1+a+5b b a 0 1+0b 1+4+a 1
1+a 1+a a 1 1+a+0b 1+0 0 a+b b
1+0b 1+b b 1+a+0d 1 1+a a+b 0 a
l1+a+b|1+a+b a+b 1+ 14+a 1 b a 0
ja kertolaskutaulu
. 1 a b a+b 14+a 14+b 1+a-+bd
1 1 a b a+b 1+a 14+b 1+a+bd
a a a b a+b 0 a+b b
b b b b 0 0 0 b
a+b a+b a+b 0 a+bd 0 a+b 0
1+a 1+a 0 0 0 l14+4a 1+4a 1+a
1+ 1+ a+b 0 a+b 14a 1+0b 1+4+a
l+a+b|14+a+0d b b 0 l1+4a 14a 14+a+b.

Distributiivisuus ja operaatioiden assosiatiivisuudet voidaan todistaa samaan tapaan kuin a)-
kohdassa. Saadaan A = {0,a,b,a + b}, missé 14 = a.



c) Yleistetiin edella saadut tulokset. Olkoon R = {371 cia at | n € Nog,¢; € {0,1},i =
0,1,2,...}, mlssa a®=1,14+1=0,d 7& al, JOS i # 7, ja d'ad = a™@{i3}, Oletetaan, etté
T = Zi:o ga, y = Zi:() dia' ja z = Y] e;a’. Thssi voidaan olettaa, etti a = 3 =~y =n
lisadmaélla alkioiden perdén tarvittaessa nollatermeji. Nyt yhteen- ja kertolasku nayttavét seu-
raavanlaisilta:

n

rt+y= Z(Ci+di)ai ja xyzZ( Z cjdk>ai.

=0 =0 max{j,k}=1¢

Nihdédn, ettd

ee= (X X ea)a):=X( X (X ada)d

=0 max{j,k}=i =0 “max{m,l}=i max{jk}=m

(Y cjdkel)ai:i( IR dkel)>az’

1=0 max{jk,l}=i 1=0 “max{j,m}=i max{k,l}=m

_ (Z( 3 dkel)ai>:x(yz).

1=0 max{k,l}=i

Muiden ehtojen todistaminen on suoraviivaista. Huomataan, etté ai(Z?:i cja’ ) = Z?:Z cjal =
(Z;L ;cja’)a’, Joten (AZ, +, ), missd A; = {77, cjal |n>i,c; € {0,1},j=14,i+1,i+2,...},
on rengas ja 1y, = a’.

44.

a) Kéytetddn alirengaskriteerid. 19 = 1 = 1/1 € Ry. Kaikilla luvuilla m; /ni, ma/ne € Ry on
mi/n1 — ma/ny = (ming — many)/ning. Tamé luku ei vilttdméttéd ole supistettu, mutta sen
nimittajd ning on pariton, joten vastaavan supistetun muodonkin nimittéja on pariton. Siispé
kyseinen erotus kuuluu joukkoon R;. Lopuksi ndhdéén, ettd my/ni-ma/ne = mimsa/ning € R;.
Siispd R; on renkaan Q alirengas.

b) Joukko Rj ei ole alirengas, silld 0g =0 =0/1 ¢ R».
c) Joukko Rj3 on alirengas, mikid néhddén jélleen alirengaskriteerin avulla a)-kohdan tapaan.
Huomaa nimittiin, etté luku 1 on my6s kakkosen potenssi, 1 = 2°.

d) Renkaan R; yksikkéryhmé on joukko R} = {m/n | m ja n ovat molemmat parittomia},
koska (m/n)~! = n/m. Renkaan Rz yksikkoryhmi on R} = {2" | n € Z}, koska luku m on
kidnteisalkionsa m~! = 1/m nimittja.

45. Ensinnikin (R0, @) on kommutatiivinen ryhmé, koska se on kommutatiivisen ryhméan
(R*,-) aliryhmé. Selvésti x on joukossa R médritelty bin#érioperaatio. Loppujen ehtojen tar-
kistamiseksi oletetaan, ettéd luvut x,y, 2 € Rsg on valittu mielivaltaisesti. Tarkistetaan kolman-
neksi liitéantalaki:

% (y * z) — wlgylgz _ :L_lgzlgy _ (xlgy)lgz — (1, * y) % 2
Ykkosalkioksi kelpaa nyt luku 1g_, = 10 (nolla-alkio on luku Og_, = 1). Nimittéin

10%2 = 1087 = 7 = 2! = 21819 = 2 % 10.



Viidenneksi tarkistetaan distributiivisuus. Saadaan

rx(ydz) = 28W2) = plevtles — gleyvgler — oy pasz ja

lgz lgz, lgz

(rdy)*xz=(ry)e* =ty =r*x2Dyx*z.
Lopuksi vield operaation * kommutatiivisuus:

THRY = 78y = 10'8*ley — ylg”’ =y * T.

b
46. Lasketaan ensin kahden mielivaltaisesti valitun ylikolmiomatriisin M = (§ d 1% ) € M3(R)
ja M’ (%/gl’ci>€/\/l(R)t lo
= e ulo:
J 00§ 3

abe a b aa’ ab’+bd' ac’+be'+cf’
(0de)(0d/e’/):(0 dd’ de'+ef’ >

00f/\oo0f 0 0 I
Huomataan, ettd yldkolmiomatriisien tulo séilyy yldkolmiomatriisina. Itse asiassa kaikki joukot
S1, So sekd S ovat suljettuja kertolaskun suhteen. S ei kuitenkaan ole suljettu yhteenlaskun
suhteen, koska esimerkiksi I3 4+ I3 ¢ S7. Niinpa S; ei ole alirengas. So ei mydskéddn ole, silld
renkaan M3(R) ykkosalkio 1y,r) = I3 ei kuulu siihen. Sen sijaan S3 on kertolaskun liséksi
suljettu yhteenlaskun suhteen, siséltééd kaikkien alkioidensa M vasta-alkiot —M ja my0s identi-
teettimatriisi kuuluu siihen. Niinpé alirengaskriteeristd seuraa, ettd S3 on alirengas.

47.
a)
ji=ki’ = -k, kj=ij®? =1, ik=jk®=—j.

b) Distributiivilaista ja a-kohdasta seuraa

qq = (a+bi+cj + dk)(a — bi — ¢j — dk)
=a? = V*i% — %% — d°K* + ab(i — i) + ac(j — j) + ad(k — k) — be(ij + ji) — bd(ik + ki) — cd(jk + kj)
=a’+ b+ 2+ d%

aina kun ¢ = a + bi + c¢j + dk € H.

c¢) b-kohdan mukaan ¢gg € R\ {0}, kaikilla ¢ € H \ {0}. Niinpé alkion ¢ € H \ {0} kéénteisalkio
on g~ = (q7)"'7.

d) Kiytetasin alirengaskriteerid. Ensinnéikin ykkosalkio eli identiteettimatriisi Io = M (1, 0) kuu-
luu triviaalisti joukkoon H'. Oletetaan, ettd matriisit M (21, z2), M (2], 25) € H' on valittu mieli-
valtaisesti. Silloin

/ / o L
M(’Zl’Z?)_M(Ziazé):(_Z;—Zj—f)—(ZLZJ) — ( =2 2 272)

—Z2+2} Z1—2]

/ !
21—2" 29—z
:( L 2):M(zl—zi,z2—zé)€H’.

—z9—2zh z1—7]

Kolmanneksi

M (21, 22) M (21, 25) = (75 Zi)( s Zﬁ) — ( as - ARt )
9 Y !

—Zg2) —z12h —Zazh+z12)
z12) —222h z12h4227
- / v / v
—Z1259+222] 212]—2225

/ v / v !
M (z12] — z22h, 2125 + 222]) € H'.




e) Olkoon kuvaus h : H — H', h(a + bi + ¢j + dk) = M(a + bi,c + di). Selviisti h on bijektio.
Naytetddn, ettd se on homomorfismi, eli isomorfismi. Oletetaan, ettéd alkiot ¢ = a + bi + cj +
dk, ¢ =ad +Vi+ j+ d'’k € H on valittu mielivaltaisesti. Silloin ensinnikin

h((a+bi+cj+dk) + (@ +Vi+dj+dk)) =h(a+a + (b+V)i+ (c+)j+ (d+d)k)
M(a+d + (b+b)i,c+d + (d+d)i) = M(a+bi,c+di) + M(a' +'i,d + d'i)
h(a + bi+ cj + dk) + h(a' + Vi + j+ d'’k) = h(q) + h({).

h(g+d)

Toiseksi d-kohdan avulla saadaan

h(qq') = h((a + bi+¢j + dk)(a' +b'i+ j+ d'k))
= h(ad —bb' — e’ — dd’ + (ab/ + ba’ + cd' — dc')i
+ (ac’ + ca’ — bd' + dV')j + (ad + da’ + b’ — cb)k)
= M (ad’ — bb' — cc — dd' + (ab' + ba + cd’ — dc')i,
ac’ + ca’ — bd' + db' + (ad' + da’ + bc — cb')i)
= M ((a+bi)(a" + Vi) — (c+di)(d —di), (a+0bi)( +di)+ (c+di)(a — V1))
= M((a+bi)(d + Vi) — (c+di)(d +d1), (a+b)( +di)+ (c+di)(a + Vi)
= M(a+bi,c+di)M(a" + V1, +d1i) =h(a+bi+ ¢j+ dk)h(a' + Vi+ j+ d'k) = h(q)h(d).

Kolmanneksi
h(lg) = h(1) = M(1,0) = I, = 1y .

48. Selvisti luvut 1, i, —1 ja —i ovat yksikkojs, silld (£1)?2 = —i? = 1. Olkoon sitten z =
a + bi € Z[i]. Silloin 2Z = a® + b%. Siispd 2Z on aina positiivinen kokonaisluku, kun z # 0. Jos
nyt z on yksikko, eli on olemassa kisinteislukuluku z=% # 0, jolla zz~! = 1, niin

Tisté seuraa a® + b2 = 1, eli (a,b) € {(£1,0),(0,£1)}, eli z € {1, +i}.

49. Oletetaan ensin, ettd a ja b kommutoivat ja n on yhtd suurempi kokonaisluku. Silloin

(a=b)(a" ' +a" 2+ ") = a"+a" b+ Aab" T — (@ b 4a T 4 ) = a - b

Oletetaan sitten, ettd kyseinen yhtélo pétee alkioilla a ja b sekd kaikilla kokonaisluvuilla n > 1.
Silloin se pétee erityisesti kokonaisluvulla n = 2, eli

a’ 4 ab—ba —b* = (a —b)(a+b) = a® — %

Vihentamills puolittain a? — b? saadaan ab — ba = 0, eli ab = ba. Siispé a ja b kommutoivat.

50.

a) a® = 0, jos ja vain jos a” = 0 (mod 16), jos ja vain jos 16 jakaa luvun a™. Siispid @ on
nilpotentti, jos ja vain jos a on parillinen.

b) Talla kertaa @ on nilpotentti, jos ja vain jos seké kolme ettéd viisi jakavat luvun a. Vililla
—7 < a < 7 vain luku 0 tayttda tdmén ehdon.



c) Oletetaan, ettd a™ = 0, jollakin kokonaisluvulla n > 0. Silloin
(1-a)l+a+a®+...a"H=1+a+--+a" ' —(a+ad®+ - +a)=1-a"=1-0=1,

elil+a+...a" ! on alkion 1 — a kiinteisalkio. Siispi 1 — a € R*.

ol.

a) Kongruenssiehdosta saadaan suoraan laskemalla [a]  [b] = [a * b] = [c * d] = [c] * [d].

b) Kohdasta a) seuraa, etté operaatiot + ja - ovat hyvinmééritellyt myos joukolle R/~. Renkaan
R/~ laskulait palautuvat renkaan R laeiksi. Renkaassa R/~ on Og/. = [0g] ja 1g/. = [1R] seki
luokan [a] kddnteisluokka —[a] = [—a]. Naytetddn esimerkiksi distributiivilaki. Oletetaan, etté
alkiot a, b, c € G on valittu mielivaltaisesti. Saadaan

[a]([b] + [c]) = [a][b+ o] = [a(b + ¢)] = [ab + ac] = [ab] + [ac] = [a][b] + [a]lc] ja
(la] + [bD)[e] = [a + bl[c] = [(a + b)c] = [ac + be] = [ac] + [be] = [a][e] + [b][]-

Koska alkiot a, b ja ¢ oli valittu mielivaltaisesti, toimivat ylla olevat ehdot tietenkin kaikille
renkaan R alkioille ja siis kaikille renkaan R/~ luokille.

c) Olkoon a,b,c ja d mielivaltaisesti valittuja renkaan R alkioita ja oletetaan, etti a ~ b ja
¢ ~ d. Silloin a = b+ i1 ja ¢ = d + ig, joillakin ihanteen I alkioilla i1 ja . Koska (R,+) on
kommutatiivinen ryhmé saadaan

at+c=b+i1+d+io=b+d+i1+ir€b+d+1,
eli a + ¢ ~ b+ d. Koska I on ihanne, niin i1d, bio € I. Nyt saadaan
ac = (b+1i1)(d+i2) = bd + i1d + big + iyiz € bd + 1,

eli ac ~ bd. Koska kongruenssiehto toimii mielivaltaisesti valituille alkioille, toimii se silloin
kaikille renkaan R alkioille. Siispd ~ on kongruenssi.

d) Osoitetaan véite Ihannekriteerin avulla. Luonnollisesti [0r] on epétyhjéd, koska ainakin
0 € [Og]. Oletetaan sitten, ettd a,b € [0g] ja r € R. Silloin relaation ~ refleksiivisyydesté
ja kongruenssiehdosta saadaan

a—b=a—-b+0g~a—-b+b=a~0gr ja

ra ~1r0gp =0r = 0gr ~ ar,

eli a — b,ra,ar € [Og|. Siispé [0r] on renkaan R ihanne.

52. Olkoon I jokin mielivaltaisesti valittu, nollasta eroava, renkaan R ihanne ja o = (g Z) el
nollamatriisista eroava matriisi. Ma#ritetadn aluksi nelji ihanteesta I 16ytyvia matriisia:

(

S] < <

1

—
OO OO O O
—O HO OO0 OO
OO 0O OO O
QRO OO O OO

IS
I
—
~—

Nyt huomataan, ettd esimerkiksi a = 0, jos ja vain jos M,, on nollamatriisi. Samoin b =
0, jos ja vain jos M,, = 0, jne. Niinpd ainakin yksi niistd neljdstd matriisista My, ..., Moq



eroaa nollamatriisista. Oletetaan nyt esimerkiksi, ettd M,, = (g 8) poikkeaa nollamatriisista

(muut tapaukset késitellaéin vastaavasti). On helppo havaita, etti jos jotakin matriisia kerrotaan
vasemmalta matriisilla ((1) (1)), vaihtavat sen vaakarivit paikkoja. Vastaavasti oikealta kertomalla
vaihtavat pystysarakkeet paikkoja. Niinpéd loydetddn kaksi uutta ihanteen I matriisia:

Ni = (16)Mua = (§
Ny = Muo(Y5) = (§

Nyt sadnnollinen diagonaalimatriisi (g 2) = Ni + N5 kuuluu ihanteeseen I, jolloin myo6s identi-
teettimatriisi, eli renkaan R ykkosalkio, 1 = (§9) = (¢," % )(§2) € I. Silloin R=R-1C I,
eli I = R. Koska I, ja samalla «, oli valittu mielivaltaisesti, ei renkaassa R ole muita ihanteita

triviaalien ihanteiden {0} ja R lisdksi.

53.

a) Aluksi kannattaa pistdd merkille, etté olipa f mikd tahansa ryhmdhomomorfismi ja n miké
tahansa kokonaisluku, niin f(2n) = 2f(n) = 0. Edelleen f(2n+1) = f(2n) + f(1) = f(1).
Niinpé on olemassa vain kaksi erisuurta ryhméhomomorfismia fo ja f1, missi fo(n) = 0, kaikilla
n€Z ja fi(0) = f1(2) = f1(4) = 0sekd fi(1) = f1(3) = f(5) = L.

b) Ainoastaan f; kuvaa ykkosalkion ykkosalkioksi. Myoskin

1 jos m ja m ovat kumpikin parittomia,

fl(m'n):{

0 muuten,

eli fi(m-n)= fi(m)f(n). Siispa ainoastaan f; on rengashomomorfismi.

c) Oletetaan, ettéd f : Zy — Zg on jokin ryhm#homomorfismi. Silloin
2f(1) = f(2) = f(0) =0,

joten f(1) on joko 0 tai 3. Néin ryhm&homomorfismeja on jilleen vain kaksi kappaletta. Kum-
pikaan ei kuvaa ykkosalkiota ykkosalkioksi, eiké siis ole rengashomomorfismi.

54.

a) Niytetddn alirengaskriteerilld, ettd Us(R) on renkaan Ma(R) alirengas. Ensinnékin 1, ®) =
I5 kuuluu joukkoon Uy (R). Toiseksi yldkolmiomatriisien erotus on triviaalisti edelleen ylékolmio-
matriisi. Lasketaan vield yldkolmiomatriisien tulo:

(35)(9Y) = (0 i) € Up(R).

b) Nolla-alkiona toimii (0, 0) ja ykkosalkiona (1, 1). Kaikki rengaspostulaattien todistukset ovat
suoraviivaisia laskuja. Naytetédn esimerkkiné ensimméinen distributiivilaeista:

(a1, ag)((bl, b2) + (c1, CQ)) = (ay,a2)(by + c1,b2 + c2) = (al(bl +c1),az(bs + 02))
= (a1b1 + a1c1, a2bg + azcz) = (a1b1, azbs) + (aic1, azes)
= (a1,a2)(b1,b2) + (a1, az2)(c1, c2).



c) Oletetaan, ettd (&79), (%/ Z’,) € Uz(R). Silloin

P8 + (7)) = £ fia) = (a+d d+d) = (@.d) + (', d) = F(§5) + ()
ja
FU§a) (G 5)) =1 ) = (ad,dd') = (a,d) (', d') = f(§3) (% & )-
Lisiksi renkaan Us(R) identiteettialkio I kuvautuu alkioksi (1,1) = 1pe.

d) Matriisi (‘5 3) kuuluu ytimeen Ker(f), jos ja vain jos f(g g) = Ogz = (0,0), jos ja vain jos
a = d = 0. Siispd ytimeksi saadaan Ker(f) = {(8 8) ‘ be R}. Kuvaus f on selvisti surjektio,
eli kuvaksi Im(f) saadaan koko rengas R2.

e) Renkaiden homomorfialauseesta saadaan nyt isomorfismi
F : Us(R)/Ker(f) — R* F(2%R) = (a,d),

missd (§75%) = (§7) +Ker(f) = (§5) +{(8F) [ = €R}.
f) Joukko A = {(29) ’ a,d € R} on triviaalisti renkaan Us(R) alirengas (alirengaskriteeri).
Kuvaus f rajoitettuna tdhén alirenkaaseen on selvisti injektio ja surjektio, eli siis isomorfismi.

95D. Oletetaan esimerkiksi, ettd R on reaalilukujen rengas R ja S puolestaan kompleksilukujen
rengas C. Oletetaan, ettd h on niin sanottu inkluusiokuvaus, eli h(z) = x. TAmé on triviaalisti
rengashomomorfismi. Nyt R itse on renkaan R ihanne ja myos renkaan C alirengas. R ei kui-
tenkaan ole renkaan C ihanne, koska luku yksi kuuluu joukkoon R ja ainoa renkaan C ihanne,
johon ykkosalkio voi kuulua, on C itse.

56.

a) Lasketaan
(a+b)* = a* +4a®b + 6476 + 4ab® + b* = a* + 24%0* + b

ja
(a+b)8 = ((a+b)H? = (a* + 2a%* + b1)?
=(a” )"+ (2a70° )" + + 2(a"2a°0" +a°0" + 2a =a +2a°0° +0".
45\2 2 2b2 2 b4 2 ) 42 2b2 4b4 9 2b2b4 8 2 4b4 bB
b) Oletetaan, ettéi
(a + b)2k _ a2k + 2a2k71b2k71 + b2k’
jollakin k € Z~g. Silloin
(a + b)2k:+1 (( ) ) (a2k + 2a2k71b2k71 + b2k)2

( ) (2 ok— 1b2k 1> + (bzk)Q + 2(a2k2a2k71b2k71 + a2kb2k + 2a2k71b2kflb2k>
a2k+1 2 2kb2k b2k+l'

Siispé induktiivisesti ndhdédén, ettd b-kohdan alussa mainittu kaava pétee kaikilla kokonaisluvun
k positiivisilla arvoilla.

57.

a) Renkaassa Zg kyseinen yhtilds muuntuu muotoon z* = 1. Toisin sanoen on etsittivi ne
alkiot, jotka ovat itsensd kéédnteisalkioita. Téma rajaa heti 13018 muotoa 2n olevat alkiot, koska,
syt(2n,8) > 1. Toisaalta kaikki muut alkiot kdyviit, sillda £1° =1 ja I3°=9=T1

2



b) Selvistikdén 0 ei ole ratkaisu. Distributiivilain avulla saadaan yht#ld muunnettua muotoon
z(z + 8) = 1. Ratkaisuksi kelpaavat siis tésmilleen kaikkia ne alkiot z, joilla on kéfinteisalkiona
r7! =2+ 8 =2 — 9. Kun halutaan 16yt#i alkion m, 1 < |n| < 8, kiifinteisalkio, niin kannattaa
yrittdd 16ytad luku m, jolla nm € {—16,18,35}. Nimittéin —16 = 18 = 35 = 1 kokonaisalueessa
Z17. Helposti saadaan

—_

z_|

an] e
H |

+6 +£7 £8
+3 +5

& |1
] |5

+
xil‘ﬁ

Huomataan, etti ainoastaan alkio —4 toteuttaa yht#lon 2! = z + 8.

58.

a) Thanne
I = {5a+5bi | a,becZ},

joten voidaan merkité

Z[i)/ T ={a+bi+I| —2<a,b<?2}.

Huomataan, ettd 2 + i+ I on nollanjakaja, eiki siis voi olla yksikkd. Nimittéin
Q+i+D2—-i+DN=2+i)2-)+T=224+1>4+T=5+T=0+1.

Siispé Zli]/I ei ole kokonaisalue.
b) Jaannosluokan 1+ i+ I ké#inteisalkioksi kelpaa —2 + 2i + I. Nimittéin

(I+i+D)(—2+42+1)=-20+D)(1—i)+[=—-44+T=1+1

Kunnat

59. on osoitettava, ettd R on kommutatiivinen ja ettéd sen kaikilla nollasta eroavilla alkioilla
on kdanteisalkio. Oletetaan siksi, ettd alkiot a,b € R on valittu sattumanvaraisesti ja a # Og.

Alkion a kertaluku additiivisessa ryhmissi (R, +) on suurempi kuin yksi, joten sen téytyy olla
p, koska Lagrangen lauseen seurauslauseen mukaan tdmé kertaluku jakaa ryhmén (R, +) kerta-
luvun p, joka oletettiin alkuluvuksi. Tdmé merkitsee sité, ettd a generoi ryhmén (R, +). Silloin
on olemassa positiivinen kokonaisluku m, jolla b = ma. Téalloin renkaan (R, +,-) distributiivi-
suudesta seuraa

ab = a(ma) = m(a?) = (ma)a = ba,
eli R on kommutatiivinen rengas.
Koska a generoi ryhmén (R, +), on olemassa positiivinen kokonaisluku n, jolla renkaan R ykko-
salkio on 1z = na. Toisaalta renkaan R distributiivisuuden vuoksi

(nlg)a = na = a(nlg),

joten alkion a k#énteisalkio on nlg. Koska a valittiin mielivaltaisesti, on siis jokaisella renkaan
R nollasta eroavalla alkiolla ké&dnteisalkio.

60. vhtils pétee triviaalisti nolla-alkiolla, joten oletetaan jatkossa, ettd x # Op. D on dérel-
lisend kokonaisalueena kunta, joten (D \ {Op},-) on multiplikatiivinen ryhmé, jossa on ¢ — 1
alkiota. Silloin Lagrangen lauseen toisen seurauslauseen mukaan 297! = 1p, eli 27 = z.



61. Ensinnékin osamédrikunta Q(Z]i]) on isomorfinen kompleksilukujen kunnan C alikunnan
Cyzpy) kanssa. Selvisti kokonaisalue Z[i] sisiltyy kuntaan Q[i], joten Czp € Qi]. Toisaalta

Qli] = {¢t¥ | a,b,c € Z} C Cgy.
Siispé CZ[i] = Q[i].

62.

a) 57 on itse asiassa rationaalilukujen kunta Q itse, silld

Q:{%‘m,neZ,n#O}gsl-

SS9 ei voi olla alirengas, silld kunnan Q ykkosalkio, eli luku 1, ei kuulu siihen. Joukkoihin S3 ja
Sy4 luku 1 sen sijaan kuuluu. Liséksi

~

mn' —m/n

m m .
———=——F—¢€5 ja
n n nn
/ /
mm mm
— = 7 S Sz
nn nn
aina kun 7%, ’;’L‘—,, € S;, ¢ = 3,4. Niinpa S3 ja S4 ovat molemmat alirenkaita. Ne eivit kuitenkaan
kumpikaan ole alikuntia, koska luvun 5 kddnteisluku 1/5 ei kuulu renkaaseen S3 ja luvun 2 = 5%

kéédnteisluku 1/2 ei puolestaan kuulu renkaaseen Sy.

b) S; on kuntana triviaalisti myos lokaali rengas, silla ainoa epéyksikko nolla muodostaa yksi-
niin nollaihanteen. Renkaan S3 osalta havaitaan, etti

Es, = {% € S ‘ 5|m} — S5,

So on ihannekriteerin mukaan ihanne, silld se on epéatyhja seka

5m  bm'  5(mn’ —m'n) )
———F = ; €5y ja
n n nn
hdm  5hm cs
En  kn 2
aina kun 57’”, 5;’,‘/ €5 ja % € S3. Siispéd S3 on myos lokaali rengas.

Sen sijaan Sy ei ole lokaali rengas, koska esimerkiksi luvut 3 ja 2 ovat epéyksikkojé, eli kuuluvat
joukkoon Eg,, mutta niiden erotus 1 onkin yksikko. Jos nimittdin Eg, olisi ihanne, pitéisi myos
taman erotuksen kuulua siihen.

¢) Er on maksimaalinen, jos ja vain jos jadnnosluokkarengas R/Egr on kunta. Riittd4 siis niyt-
téd, ettd mielivaltaisesti valitulla alkiolla a + EFr € R/ER \ {0 + Egr} on kiinteisalkio. Koska
a + Egr eroaa nolla-alkiosta, niin a ei kuulu ihanteeseen Ep, eli alkiolla a on kiinteisalkio a~*
renkaassa R. Silloin alkion a + Er kiénteisalkio jdénnosluokkarenkaassa R/Eg on luonnollisesti
a_l + F R-



Polynomirenkaat

63.

a) Tehd&én sellainen vastaoletus, ettd on olemassa alkiot @ € R* \ {0} ja b € R\ {0}, joilla
ab = 0. Silloin
b=1b=atab=0a"'0=0,

mik& on ristiriita. Samaan tulokseen paddytddn symmetrian nojalla ldhtotilanteesta ba = 0.

b) 2% + I on alkion z + I kiinteisalkio, miké nihdéin laskemalla

x4+ D>+ D=2 +T=a2> (3 -1 +T=1+1

c) x — 1+ I ei ole yksikko, koska se on nollanjakaja. Nimittéin
(x—1+DE*+r+1+D)=2>-14+T=0+1.

22+ x+141 ei ole nolla-alkio, eli 2+2+1 ei kuulu ihanteeseen I, koska kaikkien nollapolynomista
eroavien ihanteen I polynomien aste on vihintdén kolme (ks. sivua “Thanteen generointi ja
padihannerengas”).

64.

a) Olkoon kuvaus p: R[z] — R, p(f(z)) = f(0). Taémi kuvaus on selvésti homomorfismi, koska
renkaan ykkosalkio, vakiopolynomi 1, kuvautuu luvuksi 1 sekéd kahden polynomin summan ja
tulon arvot pisteessé nolla ovat vastaavien polynomien nollapisteiden arvojen summa ja tulo.
Kuvauksen ytimen muodostavat ne polynomit, jotka saavat arvoksi nollan pisteessé nolla. Namé
ovat tdsmiilleen ne polynomit, joiden vakiotermi on nolla, eli jotka ovat jaollisia polynomilla x.
Siis ydin on polynomin z generoima ihanne.

Kuvaus p on selvisti surjektio, eli kuvaksi saadaan kunta. Tamé tarkoittaa sitd, ettd < x > on
maksimaalinen ihanne.

Saman olisi voinut péadtelld suoraankin. Oletetaan, ettd [ = < =z >C J ja f(zx) € J. Silloin
polynomin f(x) vakiotermi k eroaa nollasta. Nyt k— f(xz) € I C J, joten k = f(z)+(k— f(x)) €
J. Edelleen 1 = k='k € J, joten J = R[x].

b) Olkoon o = plz, sama kuin a-kohdan kuvaus p, mutta rajoitettuna renkaaseen Z[z]. Silloin
o on myo6s homomorfismi, jonka ydin on polynomin z generoima ihanne. T#ll4 kertaa kyseinen
ihanne ei kuitenkaan ole maksimaalinen, silld kuva Im(o) = Z ei nyt olekaan kunta. Esimerkiksi
<z >C<ux,2>=J, missid ihanne J sisdltdd kaikki sellaiset polynomit, joiden vakiotermi on
parillinen.

65.

a) Oletetaan, ettd polynomit p(x),q(z) € I ja r(x) € Zlz] on valittu mielivaltaisesti. Silloin
p(0) = 2m ja q(0) = 2n, joillakin kokonaisluvuilla m ja n. T#stéd seuraa, ettd
(p—q)(0) =p(0) — q(0) =2(m —n) ja
rp(0) = r(0)p(0) = 2mr(0) = pr(0),

eli (p—q)(x),rp(x),pr(z) € I. Selvisti 2 € I, joten I ei ole tyhji. Siispa ihannekriteerin mukaan
I on ihanne.



b) Niytetddn ensin, ettd I C < x,2 >. Oletetaan siis, ettd p(z) € I. Silloin
p(z) = 2a0 + a1z + - - 4 apx"™ = (ay + agx + ... apz™ Nz + a2 € < x,2 >,

joillakin kokonaisluvuilla ag, . . ., ay.

Niytetdan toiseksi, ettd < x,2 > CI. Oletetaan, ettd q(z),r(x) € Z[z] ja p(z) = q(x)z +
r(z)2€ < xz,2 >. Silloin p(0) = ¢(0)0 4+ 7(0)2 = 2r(0) on parillinen luku, eli p(z) € I. Siispd
I=<2z2>.

c) Niytetéidn, ettei I ole padihanne. Tehdéén sellainen vastaoletus, ettd I = < b(x) >. Nyt
degr(z)b(z) = degr(z) + degb(z) > b(x),

joten degb(x) = 0, eli b(x) = b on vakiopolynomi, koska vakiopolynomi 2 kuluu ihanteeseen 1.
Toisaalta my6s polynomi x kuuluu ihanteeseen I, eli on olemassa polynomi s(x), jolla z =
s(z)b(x). Tallsin polynomin b(x) johtavan kertoimen b itseisarvon on oltava yksi. Siispd b(z) €
{#£1}. Mutta silloin myds vakiopolynomi 1 kuuluu ihanteeseen I, miké on ristiriita. Siispd I ei
ole padihanne, eikd Z[x] padihannerengas.

66.

a) Tehdéin sellainen vastaoletus, ettd x5 + 22 + 1 = p(z)q(x), missid 1 < degp(z) < 2. En-
simmaéisen asteen tekijoité ei polynomilla ole, koska silla ei ole nollakohtia kunnassa Zso. Niinpé
polynomin p(x) aste on kaksi. Molempien polynomien p(x) ja g(z) vakiokertoimien téytyy olla
yksi, koska polynomin z° 4+ x2 4+ 1 vakiokerroinkin on yksi. Saadaan

2+ 22 +1=p(x)q(z) = (2® + ax + 1) (23 + bz + cx + 1)
=25+ (a+ bzt +(c+ab+ 1)z + (b+ac+ )2+ (a+c)x +1,

joillakin alkioilla a, b, ¢ € Zs. Vertaamalla termien kertoimia saadaan neljan yhtéalon yhtaléryhmé

a+b=0
c+ab+1=0
b+ac+1=1
a+c=0.

Ensimmaéisesté ja viimeisestd yhtélostd seuraa a = b = c. Silloin toinen yhtélé johtaa umpiku-
jaan, koska sen vasemmaksi puoleksi kunnassa Zo saadaan aina

c+ab+l=a+ad’+1=2a+1=1.

Niinpé polynomin z° 4+ 22 + 1 tiytyy olla jaoton.

b) Suoraan laskemalla saadaan
ple) =c"p((c) ™) = "ple) = 0.

c) Oletetaan, ettd degp(x) = m ja degq(z) = n, joillakin ei-negatiivisilla kokonaisluvuilla m ja
n. Silloin degpg(z) = m +n ja

py(x) = 2™ "pg(1/z) = a™p(1/z)2"q(1/x) = p(x)q(x).



d) Tehdiiin vastaoletus, ettd x° 4+ 23 + 1 = p(z)q(x), joillakin positiiviasteisilla polynomeilla
p(z),q(x) € Zs[z]. Polynomi z° + 22 4+ 1 on polynomin x° + 22 + 1 resiprookkipolynomi, joten
c-kohdan mukaan polynomi z° + 22 + 1 = p(z)§(x) ei olisikaan jaoton. Témi on kuitenkin
ristiriidassa a-kohdan kanssa.

67. Polynomien jakoalgoritmin mukaan jokaista monomia x™ kohti on olemassa yksikésitteiset
polynomit s, (), (z) € Za[z], degry(x) < k—1, joilla 2" = s, (x)p(x) + 1, (x). Koska jakojaian-
nospolynomien 7, (x) aste on enintédén k — 1 ja termien kertoimilla on vain kaksi vaihtoehtoa,
0 tai 1, niin niitd polynomeja on enintéén 2% erilaista. Siispd on olemassa kaksi lukua vélilli
0 <m <n < 2% joilla 7, (x) = r,(z). Silloin

"+ 2" = sp(x)p(z) + () + sp(z)p(x) + rr(x)
= (Sm(x) + Sn(IL’))p(IL') + Tm($) + Tn(x) = (Sm(m) + Sn(x))p(x)v

eli p(z) jakaa polynomin z™ + z".

68.

a) 0 ja 1 eiviit kumpikaan ole polynomin p(z) nollakohtia, eli silli ei ole nollakohtia kunnassa
Zo. Niinp4 silla ei ole ensimméisen eikd kolmannen asteen polynomitekijéd. Se voisi kuitenkin
jakaantua kahdeksi toisen asteen polynomiksi ¢1(z) = 22 +ax + 1 ja go(x) = 22 + bx + 1, jolloin

p(z) = q1(z)q2(x) = (2% + ax + 1) (2 + bz + 1) = 2? + (a + b)2® + abx? + (a + b)z + 1.

T&ll6in kuitenkin huomataan, ettd polynomin p(z) kolmannen ja ensimméisen asteiden termien
kertoimien pitdisi olla yhtdsuuret, miké ei pidd paikkaansa. Niinpd polynomin p(x) on oltava
jaoton.

b) Koska o =zt +I=2+1+ (2* +2+1)+I1=2+1+I=a+1,on

o =ala+l)=a*+a ja

=@ +a)P=at+a’=a’+a+1

¢) Huomataan, etté

B =0 = (@?+a)?+a+1)=a*+203 +20° +a=a+1+a=1,

joten a® ja ! ovat toistensa kiinteisalkioita ja (a!'®)? = o°. Kunnan K jokainen alkio on

itsensi vasta-alkio, koska kunnan Z, karakteristika on kaksi. Saadaan a® +a'® =1, a®+1 = o'
ja al9 4+ 1 = aP. Siispi joukko A on kunnan K alikunta.

69.

a) Polynomilla p(z) = 22+ 3 ei ole nollakohtaa reaalilukujen kunnassa, joten R; on kunta, jonka
jokaisella nollasta eroavalla alkiolla on ka#nteisalkio.

b) Polynomi p(z) = 22 — 4 = (z + 2)(z — 2) ei ole jaoton yli kunnan Zz, joten Ry ei ole kunta.
Merkitddan [ = < p(x) >. Kuitenkin alkio 2z 4+ I on alkion = + I k#énteisalkio renkaassa Ra.
Nimittain

(z+DQRx+1)=20"+T=-6+22"+3)+I=—6+1=1+1



c) Merkit#sin J = < 22! >. Alkio x + J on nollanjakaja renkaassa R3, sillid
(x+ )20+ J) =2+ T =0+ J,

joten alkiolla x + J ei voi olla k#ddnteisalkiota renkaassa R3. Jos nimittéin olisi vaikkapa a =
(z + J)~L, niin saataisiin

2P0 T =@+ A+ )= @B+ D)+ Na=(0+J)a=0+J,

miké on mahdotonta, koska ihanteeseen J kuuluvat nollapolynomin liséksi tésmélleen kaikki ne
polynomit, joiden aste on vahintdan 251.



