Simo K. Kivel§, 7.7.2010

Varahtelyprobleema

Klassisessa véaréhtel yprobleemassa on tapana tarkastella systeemid, joka muodostuu kierrejouseen ripustetusta
kappaleesta. Jousi on yl&épaastaan kiinnitetty kiintedén rakenteeseen:
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Jos kappaleen massa on mjajousen jaykkyytta kuvaa vakio k (jousivakio), voidaan kappaleen pystysuora vérahte-
Iyliike mallintaa differentiaaliyhta élla

mx”(t) = -k x(t),
missa x(t) kuvaa kappal een pystysuoraa poikkeamaa tasapai noasemasta gjan funktiona.

Taldin on oletettu, ettd véliaine e aiheuta vastusta kappaleen liikkeelle. Jos sen sijaan kappale vardhtelee
esimerkiksi vesiastiassa, tarvitaan véliaineen vastuksesta aiheutuva lisétermi. Vastus on luonnollista mallintaa
siten, ettd se on verrannollinen kappal een nopeuteen, jolloin differentiaaliyhtal & saa muodon
mx’(t) = —c X'(t) — k x(t).

Tama on lineaarinen ja homogeeninen vakiokertoi minen toisen kertaluvun differentiaaliyhta 6.
Kappal eeseen voidaan kohdistaa myés ulkoinen jaksollinen voima, joka voimistaa tai hillitsee kappaleen liiketta.
Jos voiman amplitudi on F jatagjuus w, saadaan differentiaaliyhtal 66n viela yksi lisétermi:

mx’(t) = —cX'(t) — kx(t) + F sin(w1).
Y htél 6sté on téll6in tullut epdhomogeeninen.
Toisen kertaluvun differentiaaliyhta 6n ratkaisussa on yleensa kaksi madradmatonta vakiota. Jotta ratkaisu olisi
yksikasitteinen, ts. vakioille saadaan méadritetyksi arvot, tarvitaan liséehtoja. Luonnollisimmin ndma ovat alkue-

htoja, jotka kuvaavat vérdhtelevan kappaleen tilan alkuhetkella t = 0: annetaan kappaleen sijainnin ja nopeuden
alkuarvot x(0) jax'(0).

Alla olevasta paneelista voidaan asettaa alkuarvot ja yhtalon vakioiden arvot. Lisdksi voidaan muuttaa graafisten
esitysten alueita. Jokaisen sadtimen kohdalla oikealla on plusmerkki, jota napauttamalla aukeaa sy6terivi: séé-
timelle voidaan antaa lukuarvo, muuttaa arvoa askelittain tai kéynnistéa sédtimen animointi.

Paneelin alla on kolme painiketta, joista voidaan avata omaan ikkunaansa seuraavat grafiikkat:

1) Véarahtely esittdd funktion x(t), ts. kappaleen sijainnin gjan funktiona. Kuvaagja muuttuu, kun alkuarvoja tai
vakioita muutetaan. Grafiikan alla on néhtavissa kaksi systeemia karakterisoivaa lukuarvoa: Lauseke ¢ — 4 mk
kuvaa vapaan systeemin kayttaytymistd; arvo O erottaa kvalitatiivisesti erilaiset liikemoodit. Vakio v k/m on
systeemin ominaistagjuus. Lukuarvoista on apua etsittéessa varahtelyjen karakteristisia piirteita

2) Energia esittéé systeemin kokonaisenergian (kineettisen ja potentiaalienergian summaa) gjan funktiona. Myos
téma muuttuu, kun alkuarvojatai vakioita muutetaan.

3) Animaatio nayttéa kappaleen liikkeen. Tama kéynnistetdén ja pysdytetédén ylareunassa olevista painikkeista.
Animaation aikavéli on sama kuin kahdessa muussa grafiikassa.

Seuraavan rivin painikkeilla voidaan asettaa kolmen esimerkin alkuarvot ja pal auttaa al kuperéi set
alkuarvot. Néita tarkasteltaessa on syyta aluksi séétda grafiikkojen alueet sopiviksi.
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Alimman rivin pr i nt -painikkeella voidaan tul ostaa paneelin aapuolelle senhetkiset vakioiden arvot.

Pelkastéan lukuarvoja muuttelemalla voi olla vaikeata tutkia systeemin kayttaytymista. Tata tekstia laajempi
aiheeseen perehtyminen on tarpeen. Grafiikoiden alapuolella on muutama harjoitustehtéva.
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1) Tutki, miten systeemin kayttaytyminen muuttuu, kun vakio ¢ — 4mk muuttuu negatiivisesta positiiviseksi.
Kuinka monta kertaa funktion x(t) merkki voi vaihtuavakion eri arvoilla?

2) Miten kappal een massa ja jousen jaykkyys vaikuttavat varéhtelyyn, jos vaimennustaei ole?
3) Missa tapauksi ssa systeemin kokonaisenergia on vakio?

4) Valitse esi mL. Miten kokonaisenergia talloin kéyttaytyy? Missa pisteissa kokonaisenergian muutos on
pienimmill&&n? Miten tdma on kvalitatiivisesti selitettévissa?

5) Millainen ulkoisen voiman on oltava, jotta systeemin kokonaisenergia kasvaisi rgjatta? Tarkastel e tapausta
esi 2. Onko rgjaton kasvu mahdollista, jos systeemia vaimennetaan?

6) Tarkastele tapausta esi nB, jossa systeemin amplitudi vaihtelee jaksollisesti. Millaisessa tilanteessa téllainen
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ilmi6 syntyy? Miten véréhtely kayttaytyy, jos systeemié vaimennetaan?
7) Tutki vaimennettua systeemid, jossa kappaleeseen vaikuttaa ulkoinen jaksollinen voima. Miten systeemi
kayttaytyy ajan kuluessa? Millainen vaikutus alkuehdoilla on?

8) Ratkaise differentiaaliyhtdlo analyyttisesti eri tapauksissa ja tutki, miten edella késitellyt tapaukset ilmenevét
analyyttisesta ratkai susta.



