Smo K. Kivela, 14.7.2004

Partikkelit pallon pinnalla

Tehtavana on sijoittaa annettu maara keskendan identtisia partikkeleita mahdollisimman tasaisesti pallon pinnalleja
piirtéa kuvio syntyvésta partikkelikonfiguraatiosta.

Tehtava e sellaisenaan ole hyvin maaritelty: on tdsmennettdva, mita tarkoitetaan tasaisella sijoittamisella. Yksi —
mutta ei ainoa— mahdollisuus on ajatella partikkeleiden olevan identtisia sdhkovarauksia, jotka kitkatta liikkuvat
pallon pinnalla. Koska identtiset sdhkdvaraukset hylkivé toisiaan, ne pyrkivét sijoittumaan toisistaan niin kauas kuin
mahdollista

Sijoittuminen mahdollisimman kauas toisistaan voidaan luonnehtiafysikaalisesti siten, etta systeemin potentiaalienergia
pyrkii hakeutumaan minimiarvoon. Kahden partikkelin tapauksessa potentiaali on oleellisesti 1/r, missar on partikkele-
den vélinen etéisyys. Useamman partikkelin tapauksessa kokonai spotentiaali on summa kaikista partikkeliparien
potentiaal eista:

missér;; oni:nnenja j:nnen partikkelin véinen etéisyys.
Jos partikkeleita on kaksi, ne sijoittuvat ilmeisestikin pallon vastakkaisille pualille.

Jos partikkeleita on kolme, ne joka tapauksessa médréévét erdan tason, ja partikkelit siis sijaitsevat tdman tason ja
pallon leikkausympyrdla. Jotta partikkelit péasisivéa mahdolisimman kauas toisistaan, tason tulee ilmeisestikin kulkea
pallon keskipisteen kautta ja partikkel el den sijaita ympyrdla 120 asteen véein.

Jos partikkeleita on enemmén, tulos ei ole yhta selva. Neljan partikkelin voisi arvata sijoittuvan tetraedrin kérkipis-
teisiin, mikd onkin oikea arvaus. Taméan jélkeen voisi arvella, etta jos partikeleita on yhta paljon kuin jossakin Platonin
kappal eessa (tetraedri, oktaedri, kuutio, dodekaedri, ikosaedri) on kérkid, niin partikkelit sijoittuisivat juuri kyseisen
Platonin kappaleen kérkiin. TAma on kuitenkin vadré arvaus.

Seuraavassa esityksessa ongel ma ratkai staan minimoimalla partikkelisysteemin kokonai spotentiaali.

Ratkaisu

n=>5
5

Partikkelit sidotaan yksikkdséteisen pallon pinnalle ilmoittamalla niiden sijainti pallokoordinaattien avulla. Pallokoordi-
naattien avullalasketaan vastaavat suorakul maiset koordinaatit ja kukin partikkeli ilmaistaan kol mialkioisena suorakul-
maisten koordinaattien muodostamana listana. Partikkelin sijainnin ilmoittavat pallokoordinaatit ovat probleeman
tuntemattomat.

Aluksi muodostetaan — hieman teknisesti — pallokoordinaattien nimet, so. probleeman muuttujat:
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t heta = Tabl e[Synbol ["theta" <>ToString[k]], {k, 1, n}]
{thetal, theta2, theta3, theta4, theta5}

fi =Tabl e[Synbol ["fi" <>ToString[k]], {k, 1, n}]
(fil, fi2, fi3, fi4, fi5}

muuttuj at = {Table[theta[[k]], {k, 1, n}], Table[fi [[k]], {k, 1, n}]}
{{thetal, theta2, theta3, thetad, thetab}, {fil, fi2, fi3, fi4, fi5}}

Partikkelit voidaan nyt ilmaista listana, jossa kukin partikkeli on esitetty sen suorakulmaisten koordinaattien avulla:

parti kkelit =Tabl e[{Cos[theta[[k]]] *Cos[fi [[k]1]],
Cos[theta[[k]]11*Sin[fi [[k]]], Sin[theta[[k]]1}, {k, 1, n}]

{{Cos[fil] Cos[thetal], Cos[thetal] Sin[fil], Sin[thetal]},
{Cos [fi2] Cos[theta2], Cos[theta2] Sin[fi2], Sin[theta2]},
{Cos [fi3] Cos[theta3], Cos[theta3] Sin[fi3], Sin[theta3]},
{Cos[fid] Cos[theta4], Cos[thetad] Sin[fid4], Sin[theta4]},
{Cos [fib] Cos[theta5], Cos[thetab] Sin[fi5], Sin[theta5]}}

Systeemin potentiaalifunktio voidaan muodostaa tdman jélkeen. Osapotentiaali on partikkeliparin aiheuttama potenti-
aali ja kokonaispotentiaali partikkeliparien potentiaal ei sta muodostettu summa. Summeerauksessa kéytetyt indeksiarvot
1<j=n-1, j+1=<k=nmekitsevét, ettdjokainen partikkelipari tulee otetuksi huomioon.

osaPotentiaali [p_, q_1:=1/Sqgrt [Sum[(p[[k]l]l-ql[[kl1)"2, {k, 1, 3}1]
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potentiaali = SumlosaPotentiaali [partikkelit[[j]], partikkelit[[k]]],
{, 1, n-1}, (k, j +1, n}]
1/ (y/((Cos(fil] Cos[thetal] - Cos[fi2] Cos[theta2])?
(Cos[thetal] Sin[fil] -Cos[theta2] Sin[fi2])?
(Sin[thetal] -Sin[theta2])?)) +
1/ (y/ ((Cos[fil] Cos[thetal] - Cos[fi3] Cos[theta3])?
(Cos[thetal] Sin[fil] -Cos[theta3] Sin[fi3])?
(Sin[thetal] -Sin[theta3])?)) +
1/ (y/ ((Cos[fi2] Cos[theta2] - Cos[fi3] Cos[theta3])?
(Cos [theta2] Sin[fi2] -Cos[theta3] Sin[fi3])?
(Sin[theta2] -Sin[theta3])?)) +
1/ (y/((Cos[fil] Cos[thetal] - Cos[fi4] Cos[thetad])?
(Cos[thetal] Sin[fil] -Cos[thetad4] Sin[fi4])?
(Sin[thetal] -Sin[theta4])?)) +
1/ (4 ((Cos[fi2] Cos[theta2] - Cos[fi4] Cos[thetad])?
(Cos[theta2] Sin[fi2] -Cos[thetad4] Sin[fi4])?
(Sin[theta2] -Sin[theta4])?)) +
1/ (y/ ((Cos[fi3] Cos[theta3] - Cos[fi4] Cos[thetad])?+
(Cos[theta3] Sin[fi3] -Cos[thetad4] Sin[fi4])?
(Sin[theta3] -Sin[theta4])?)) +
1/ (y/((Cos[fil] Cos[thetal] -Cos[fi5] Cos[theta5])?+
(Cos[thetal] Sin[fil] -Cos[theta5] Sin[fi5])?
(Sin[thetal] -Sin[theta5])%)) +
1/ (4 ((Cos[fi2] Cos[theta2] - Cos[fi5] Cos[theta5])?+
(Cos[theta2] Sin[fi2] -Cos[theta5] Sin[fi5])?
(Sin[theta2] -Sin[theta5])%)) +
1/ (y/((Cos[fi3] Cos[theta3] - Cos[fi5] Cos[theta5])?+
(Cos [theta3] Sin[fi3] -Cos[theta5] Sin[fi5])?2
(Sinftheta3] -Sin[theta5])%)) +
1/ (y/((Cos[fi4] Cos[theta4] - Cos[fi5] Cos[theta5])?+
(Cos[thetad4] Sin[fi4] -Cos[theta5] Sin[fi5])?
(Sin[theta4] -Sin[theta5])?))

Potentiaalifunktion lauseke on pitkahkd. Kun partikkeleitaon n kappal etta, kyseessé on 2 n muuttujan funktio. Tavoit-
teena on funktion minimiarvon |8ytéminen. Minimiarvoa vastaavat muuttujien arvot, so. pallokoordinaattien arvot
antavat etsityn partikkelikonfiguraation.

Minimiarvo ja vastaava minimikohtavoidaan laskea Mathematican funktiollaFi ndM ni mum Taméa kayttéa iterati-
ivistaagoritmia, jolle on annettavajotkin alkuarvot ja joka antaa tulokseksi alkuarvoistariippuen jonkin paikallisen
minimin. Absoluuttistaminimid ei siten vattamétta |oydeta. Kokeilemalla useitakertoja erilaisilla alkarvoillatilanne
saadaan kuitenkin melko luotettavasti kartoitetuksi.

Alkuarvot voidaan sy6ttéa kasin, mutta koska niité on suhteellisen paljon elka ol e aivan hel ppoa mieltéa, millaiset
olisivat sopivia, voidaan alkuarvot generoida satunnaisesti pallokordinaattien vaihteluvdeilta (-7/2 < ¢ < /2,
T <@ =m).
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al kuarvot = {Table[RandonReal [{-g g}] {k, 1, n}],

Tabl e[RandonReal [{-x =x}], {k, 1, n}]}

{{0.648039, -1.03124, 0.164273, 1.00676, -1.45542},
{2.31027, -1.88595, 0.730402, -1.03101, -0.665846}}

FunktiossaFi ndM ni numtarvittava alkuasetus on tall6in muotoa

al kuaset us = Transpose[{Fl atten[nmuuttujat], Flatten[al kuarvot ]}]

{{thetal, 0.648039}, {theta2, -1.03124}, {theta3, 0.164273},
{thetad, 1.00676}, {theta5, -1.45542}, {(fil, 2.31027},
(fi2, -1.88595}, {fi3, 0.730402}, {fi4, -1.03101}, {fi5, -0.665846})

{{thetal, 0.45294090431184664  }, {theta2, 0.6106368690686859" },
{theta3, -0.4168686707669096  }, {theta4, 0.021660799035095657" },
{thetab, -0.39306237023573676" }, {fil, -2.881842770637051 },
{fi2, -2.2081125737200296" }, {fi 3, 2.1180266263829246" },

{fi4, -0.03291567691013242" }, {fi5, 1.3698427179489396" }}

{{thetal, 0.452941}, {theta2, 0.610637}, {theta3, -0.416869},
{theta4, 0.0216608}, {thetab, -0.393062}, (fil, -2.88184},
(fi2, -2.20811}, (fi3, 2.11803}, (fi4, -0.0329157}, {fi5, 1.36984})

Funktion kutsu tapahtuu teknisesti hieman mutkikkaallatavalla, jotta voidaan helposti hyddynt&é alemmin muodostetut
muuttujat. OptiollaMax| t er at i ons sdadelldan iteratiivisen laskennan pituutta. Jos ratkaisuaei 10ydy, ts. iteraatio ei
suppene, arvoavoi suurentaa. V aihtoehtona on vaihtaa alkuarvoja.

rtk = Appl y [Fi ndM ni mum Fl atten[
{potentiaali, al kuasetus, AccuracyGoal -5, Maxlterations -» 50}, 1]]

{6.47469, {thetal - 0.106029, theta2 - 0.584798, theta3 - 0. 455886,
theta4 - -0. 106025, theta5 —» -1. 69506, fil - 2.29098,
fi2->-2.35089, fi3->0.667968, fi4 > -0.850612, fi5 - -0.299583}}

Jos iteraatio suppenee, tuloksena saadaan jokin paikallinen minimiarvo ja sitd vastaavat muuttujien, ts. pallokoordinaat-
tien arvot. Eri akuarvoistalahdettéessa saatetaan saada erilaisia paikallisiaminimeg/a Kyseessi ei siten véttdmétta ole
absoluuttinen minimi, mutta toistamalla laskenta ja vertailemalla saatuja minimiarvoja saadaan jonkinlainen kasitys
siitd, onko |8ydetty absoluuttinen minimi.

mnimarvo=rtk[[1]]

6.47469

Partikkelien suorakul maiset koordinaatit saadaan taman jakeen helposti:

konfiguraatio=partikkelit /. rtk[[2]]
{{-0.655818, 0.747464, 0.105831},

{-0.586466, -0.592722, 0.552031}, {0.704902, 0.556135, 0.440258},
{0. 65582, -0.747463, -0.105827}, {-0.118428, 0.03658, -0.992289}}
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Tulokset graafisessa muodossa

Tieto partikkelien suorakulmaisistakoordinaateistaei helposti anna mielikuvaa konfiguraatiosta. Graafinen tulostus on
hy6dyllisempi. Tall6in on luontevaa esittéd myds pallopinta, jolla partikkelit sijaitsevat.
pall o = Paranetri cPl ot 3D[0. 95 % {Cos[t] Cos[f], Cos[t]Sin[f], Sin[t]},
{t, -Pi /2, Pi y12}, {f, -Pi, Pi}, PlotPoints - {13, 25},
MeshStyl e » Thi ckness [0. 002], Axes - Fal se, Boxed - Fal se,
PlotStyle » {Opacity[0.5], dow[Wite]}, Lighting- Nonel;

pi steet = Map[Poi nt, konfiguraatio];

kuvi o = Show[pal | 0, G aphi cs3D[{G ayLevel [0], PointSize[0.05 ], pisteet}],
Boxed - Fal se, Vi ewPoi nt » {100, 100, 50},
Pl ot Range » {{-1.1, 1.1}, {-1.1, 1.1}, {-1.1, 1.13}]

3
m@ |




6 partikkelit.nb

Harjoitustehtavia

1) Tutki tapauksia, missa pisteitdon 6, 7 tai 8. Vastaako kuutta pistetté oktaedri ja kahdeksaa pistettéd kuutio?
Kokeile useita erilaisia alkuarvoja.

2) Partikkel el den tasaisen sijoittamisen kriteeri voidaan valitamonella eri tavalla. Y htend mahdollisuutena on
minimoida lauseketta, jossa osapotentiaali on muotoa 1 / r?, vaikkei tamé fysikaalinen potentiaali olekaan. Tutki,

ovatko konfiguraatiot tall6in erilaisia

3) Potentiaalin minimoimisen sijasta voi daan maksimoida partikkeliparien etéisyyksien minimiarvoa, ts. vaatia, ett
|&hinnatoisiaan olevien partikkeleiden vainen etéi syys on mahdollisimman suuri. Etéisyys voidaan tall6in mitata
joko suoraviivaisesti tai pallon pintaa pitkin. Muunnalaskenta tété tapausta vastaavaksi. (Tarvittava funktio on
tdldinkin Fi ndM ni mum funktion f maksimin hakeminen on nimittéin sama asia kuin funktion — f minimin
hakeminen. Maksimoitavafunktio el ole téssé tapauksessa differentioituva, koska se on etéisyyksien minimiarvo, ts.
muotoaM n[ . . .].TaldinFi ndM ni mumtarvitsee kaksi alkuarvoa kutakin muuttujaa kohden; ks. Mathemati-
can dokumentaatiota. Iteraation suppeneminen on usein ongelmallista.)



