Pitka matematiikka 24.3.2006, ratkaisut:

1.

a)dr+2=3-2+4) <= 6br=-T<z=—1.

b) Leikkauspisteen y-koordinaatti on 0, joten xz-koordinaatille péatee 3x —4 =0 <~

x = 4. Vastaus: Pisteessi (3,0).
1 1 a>—1 a+1 1
—_ =) = g :1 —.
c)a—l(a a) (a—1a a +a
1 6
) )= -

N
b) [(x? + sin2x)dz = $2® — L cos 2z + C.
c) log(zy?) — 2logy = logz + logy? — 2logy = log z.

Jos kateettien pituudet ovat @ cm ja b cm, on a + b + 15 = 36 ja a® + b? = 152
Tamén mukaan on a? + (21 — a)? = 225 eli a? — 21a + 108 = 0. Yhtélon ratkaisut

21+ 212 —4-108 21 +3
ovat a = = 5

2
a =29, jolloin b =21 —a=12.

Vastaus: 9 cm ja 12 cm.

. Nain ollen a = 12, jolloin b = 21 —a =9 tai

Jos kokonaiskustannusarvio oli a ja rakennustarvikkeiden osuus siitd xa, oli muiden
kustannusten arvio (1 — z)a. Kustannusten noususta saadaan z:lle yhtiloé 1,19za +
1,28(1 — z)a = 1,25a eli 0,09z = 0,03. Tamén ratkaisu on z = %, joten rakennus-

tarvikkeiden arvioitu osuus oli 33,33 %. Rakennustarvikkeiden lopullinen osuus oli

1,19
1,19 . %a, mika oli prosentteina 100 - ﬁ ~ 31,73.

Vastaus: Arvioitu osuus oli 33,3 % ja lopullinen 31,7 %.

Muutetaan yhtalo sinxz =5 — a? sin x muotoon sin x = Tra Koska —1 <sinz <1
a

)
> 0, on oltava <1leli 5<1+a® eli a®>>4 eli |a]>2.
1+ a? 1+a?

Vastaus: Arvoilla a < —2 ja a > 2.

ja

Pisteiden A ja B miirdimin avaruussuoran s suuntajana AB = (=1 — 1 )i+(1—1)j+
(3—1)k = —2i+2k. Koska AP = (4—1)i + (1-1)j+(-2—1)k = 3i— 3k = —3 AB,
suuntajanat AP ja AB ovat yhdensuuntaiset. Koska ne alkavat samasta pisteesti, on
P suoralla s. Edelleen AQ = (0—1)i+(2—1)j+ (4—1)k = —i+j +3k. Jos olisi vakio
t siten, etti AQ = tAB, olisi my6s j - AQ = j - tAB eli 1 = 0, mikd on mahdotonta.
Niin ollen vektorit AQ ja AB eivit ole yhdensuuntaisia, joten @ ei ole suoralla s.

Vastaus: Piste P on pisteiden A ja B maidraamalla suoralla, mutta piste ) ei ole.



7.

10.

Jos keskipisteen y-koordinaatti on gy, on z-koordinaatti z¢g = 2yy. Koska ympyra

sivuaa z-akselia on sen sdde r = |yo|. Toisaalta myos keskipisteen etdisyys suo-
|4 - 2y + 3yo — 24|

Vi g el
[11yo — 24| = 5|yo|. Néin ollen joko 11yg — 24 = 5y tai 11yg — 24 = —5y,. Edellisen

ratkaisu on yg = 4 ja jalkimmaisen yy = % Vastaavat sateet ovat r = 4 ja r = %

seka z-koordinaatit o = 8 ja xp = 3. Ehdot toteuttavien ympyroiden yhtalot ovat
(2 -8+ (y—4)*=16ja (2 -3+ (y - 3)* = .
Vastaus: x> +y?> — 16z — 8y + 64 =0 ja 22 +y?> — 62 — 3y + 9 = 0.

rasta 4x + 3y — 24 = 0 on sade. Tasta saadaan yhtalo

Pallon tilavuus V = %m“?’. Jos tilavuus tunnetaan, on pallon halkaisija d = 2r =
3V /3 - 5000
27 e Tavoitteena olevan 5000 1 siilion halkaisija on d = 2y 1 ~ 21,2157
s 7T

5000 — 65)
4

3.
(dm). Virherajojen mukaiset halkaisijat ovat dy = 2\3/ ( ~ 21,1234 (dm)

3+ (5000 + 65
ja do = 2§’/ ( 1 +65) ~ 21,3072 (dm). Hyvaksyttyjen séilididen halkaisijoiden
s

poikkeamien e cm on oltava lukujen dqy —d = —0,9234 (cm) ja dy — d = 0,9154 (cm)
valissé. Normitetussa normaalijakaumassa N (0, 1) sallittujen poikkeamien rajat ovat
er = —0,9234/1,75 ~ —0,5276 (cm) ja e; = 0,9154/1,75 ~ 0,5231 (cm). Kysytty
todennékdisyys on P(e; < e < ey) = P(ezx) — P(e1) = P(ea) + (—eq1) — 1 = 0,401.

Vastaus: Tavoitteena oleva halkaisija on 212,2 cm ja virherajojen mukaiset halkaisijat
211,2 cm ja 213,1 cm. Hyvéksyttavia sailioita syntyy 40 % todennakoisyydella.

Jos y =2In(z +1), on e¥ = 2@+ — (z + 1)2 eli e¥/2 =z + 1, josta x = e¥/2 — 1.
Jos0 <z <e—1,0n0 <y < 2. Pyorahdyskappaleen tilavuuson V = 7 f02 x(y)3dy =
7rf02(ey —2e¥/?2 £ 1)dy = w/oz(ey —4e¥/? 4 y) = m(e? — de + 5) ~ 4,7624.

Vastaus: m(e? — de + 5) ~ 4,76.

Olkoon kulkija lohikdarmeiden valissa etaisyydella x Dracosta ja 200 — x Nidista.

Jos tassa kohtaa Dracon tulisuihkun vaikutus on on Nidin tulisuihkun vaikutus

;7
—(QOOG )3. Téassa a on verrannollisuuskerroin. On maarattava yhteisvaikutuksen
2 6 3
f(z) = x_z + (200a_ )? minimi. Derivaatta f'(x) = _x_(i 4 _(200 i L on nolla, kun
2 1
o = (200 gyt O @" =2(200 )t eli & = £V2(200 - ). Tmin ratkaisut ovat
200 - v/2 200 - /2
= —\/_ ~ 108,64 ja xo = —\[ ~ 1257,04. Niistd vain z; € [0,200]. Koska
1+ V2 V2 -1

fi(z) <0, kun 0 < z < x1 ja f'(z) > 0, kun z; < = < 200, saa f(x) pienimmén
arvonsa pisteessa xj.

Vastaus: 109 kyynaraa Dracosta.



11.

12.

13.

14.

15.

Jos z = 0, on sarjan jokainen termi nolla, jolloin sarjan summakin on nolla. Oletetaan

1;'2

sitten, etta 0. Sarja voidaan kirjoittaa muotoo e
itten T # rja voidaan kirjoi mu ny At a2
: L (1+2?)" 1 .
metrinen sarja, jonka suhdeluku ¢ = = . Sarja suppenee, kun
.] J q (1 +x2)n+1 1 +x2 .] pp

. Tama on geo-

lg| < 1. Koska 52 > 0, on ehto 22 <1leli1l+2? > 1. Niin on, kun z # 0.
. K x? 1 _ x? _
Sarjan summa on, kun x # 0, 1+$2-1_1+1m2—1+x2_1—1.

Vastaus: Sarja suppenee kaikilla z € R. Summa on nolla, kun z = 0 ja 1, kun = # 0.

Jos funktio kasvaa lineaarisesti, on silld esitys f(x) = ax + b. Talléin f'(x) = a
eli myos f/(2) = a. Kertoimille a ja b saadaan ehdot f(2) = 2a + b = 3,7458053
ja f(2,0005) = 2,0005a + b = 3,7458664. Viahentamaélld ehdot toisistaan saadaan
0,0005a = 0,0000611, jonka ratkaisu on a = 0,1222.

Vastaus: f'(2) ~ 0,1222.

Funktion f derivaatta f/'(z) = —e™® < 0 aina, joten f on aidosti vahenevi. Koska
f(x) > 0, fn suurin arvo vililld [1,2] on f(1) = e ! +1 < 1,4 < 2 ja pienin arvo
f2)=e?2+1>11>1. Siis1< f(z) <2, kun z € [1,2].

Toinen derivaatta f”(z) =e™* > 0, joten f’ on aidosti kasvava. Koska f’(z) < 0, on
valilla [1,2] | f'(=)] < |f'(1)] < 0,37 < 0,4.

Yhtélon f(x) = x ratkaisu saadaan siis raja-arvona jonosta g, x1, T2, ..., Missi x, =
f(xp—1). Valitsemalla zo = 1,3 saadaan seuraavaa jonoa

n 1 2 3 4 5
x, 1,272531 1,280122 1,278004 1,278593 1,278429

n 6 7 8 9
Ty, 1,278474 1,278462 1,278466 1,278464

Tassa vaiheessa voidaan paataa, etta kysytty ratkaisu on x = 1,278.

Funktio on maaritelty, kun z # —1. Sen derivaatta on

1 1 2 1 1
() = (= = - = 0. Koska derivaatt
(@) T+a2 17 (52 S CIIP e Rl e e osia dervaatia

havida, on funktiolla vakioarvo alueessa x < —1 ja myd6s alueessa x > —1.

f(2) = arctan2 + arctan(—3) ~ 0,785398 ja f(—2) = arctan(—2) + arctan(—3) ~
—92.356194.

Funktion kuvaaja on suora y = f(—2), kun z < —1 ja suora y = f(2), kun > —1.
Vastaus: f'(x) =0, f(2)~ 0,785398, f(—2) = —2,356194.

Totuusarvotaulut ovat

p q p=4q —q -p -q =P
1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Koska sarakkeiden 3 ja 6 mukaan lauseilla p = ¢ ja =¢ = —p on samat totuuarvot,
on lause (p = q) < (—q¢ = —p) tautologia.



