Pitka matematiikka 12.3.2008, ratkaisut:
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1. a) 222 =x+1 <= 22?2 —x—1 = 0. Ratkaisu on z = Colisz =1
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2. a) On ratkaistava yhtélopari 2z +y = 8, 3z + 2y = 5. Kertomalla ensimmé&inen
kahdella ja vahentamalla toisesta saadaan x = 11, jolloin y = 8 — 2z = —14.
b) 5%27% =125 <= 555 =53 <= 51 -5 =3 <=z = &.
_ _ C o245 T gos o 2-5 _
c) 3z —2|=5+=3r—-2=2Fbeliz="3">= g tair =32 = 1.
3. a) Dx~ %= —4275 Dz~! = —272 Da? = 2z.
[a74de=—323+C, [27 'de =In|z| + C, [2%dx = 23 + C.
(2+cosz)cosz + (2 +sinz)sinz  2(sinz +cosx) + 1

x
b) = —
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c) 22 +y? =

b) f'(z) = -
) f'(@) (2 + cosx)? (2 + cosx)?
£(z) = 2(1+0)+1 3
22 (2402 4
4. Jos alkuperainen maksu oli a ja veroton hinta h, on 1,22h = a. Siis h = ﬁa. Jos
arvonlisavero on 8 %, parturimaksuksi tulee 1,08 = %a. Parturimaksun alennus
1,08
. T o122% 1,08\
on prosenteissa 100 - =100(1 — 53) ~ 11,4754,
Vastaus: 11,5 %.
5. Kappaleet voidaan jéarjestda 5! = 120 eri jarjestykseen. Vaaran jarjestyksen to-
dennakoisyys on %. Todennakoisyys sille, etta joka kerta on vaara jarjestys on
(138)". Oikea jérjestys tulee ainakin kerran todennékéisyydelld 1 — (153)7 &~ 0,056895.

Vastaus: 5,69 % todenndkoisyydella.

6. Vektorit @ ja b ovat yhdensuuntaiset, jos on olemassa luku u siten, ettd b = ua eli jos
u(5i —2j) =3i+tj eli jos 5u=3jat=—2u. Onoltavau =2 jat =-2-2 = -5

Vektorit ovat kohtisuorat, jos @-b = 0 eli jos 15 — 2t = 0. Néin on, kun ¢t = %

Vastaus: Yhdensuuntaiset, kun ¢ = —g ja kohtisuorat, kun t = 12—5

7. a) Leikkauspisteiden z-koordinaatit saadaan yhtilostd 2?2 — 3 = —22 + 22 + 1 eli
2?2 —x — 2 = 0. Sen ratkaisut ovat x = 1i\gl+—8: 1:53 eiz =2jax = —1.
Vastaavat y-koordinaattien arvot ovat y = 22 —3 = 1 jay = (-1)? —=3 = —2.

Leikkauspisteet ovat (2,1) ja (—1,—2).

b) Viliin jadvén alueen ala on ffl(—x2 +2x+1—2%+43)dr = ffl(—2x2 +2x+4)dx
2

- /_1—§m3+x2+4x: ~2.84448—(241—4)=09.

Vastaus: Leikkauspisteet ovat (2,1) ja (=1, —2). Pinta-ala on 9.
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Kolmion pinta-ala a = $AB - AC'sina, missi o = Z(AB, AC). Siis 1 -5-4sina = 6,
josta sina = % Joko a =~ 36,870° tai a =~ 180° — 36,870° = 143,130O Jalkimmaisessa
tapauksessa o on kolmion suurin kulma. Edellisessa tapauksessa on tarkistettava viela

kolmion muut kulmat. T&llsin cosa = /1 — (2)2 = 2. Kolmion kolmannen sivun

pituus saadaan kosinilauseesta: BC? = 42 +52—2.4.5. % =9, joten BC' = 3. Koska
32 4+ 42 = 52, on timai kolmio suorakulmainen, jolloin sen suurin kulma on 90°.

Vastaus: Kolmion suurin kulma on joko 90,0° tai 143,1°.

Funktio f(z) = x + V9 — 22 on mééritelty, kun —3 < x < 3. Derivaatta on f'(z) =

1 2z V9 —a2?—=x
1+ = = . Derivaatta haviaa, kun v9 — 22 = z eli kun z > 0
29 — 22 V9 — 22
jaz? =9 —2%eli kun z = % ~ 2,12. Koska —3 < f < 3, suurin ja pienin arvo
16ytyvat joukosta f(—3) = —3, f(\/i) = 3v2 ~ 4,24, f(3) = 3. Derivaatan merkisti

nahdain, ettad funktio on kasvava, kun —3 < x < % ja vaheneva, kun \% <z <3.

Vastaus: Pienin arvo on —3 ja suurin arvo 3v/2.

Funktio f(x) = e* — a|z — 1] on jatkuva kaikkialla. Alueessa z > 1 on f(z) =
e’ —a(x—1)ja f'(x) = e® —a. Nyt f'(x) >0, kun e* > a. Alueessa x > 1 on e* > ¢
ja lim,_,1 e® = e. Siten f’(x) > 0 eli f on kasvava alueessa x > 1, kun a < e.
Alueessa © < 1 on f(x) = e* +a(x — 1) ja f'(x) = e* +a. Nyt f'(z) > 0, kun
e’ > —a. Alueessa x < 1 on e* > 0 ja lim, ,_o e = 0. Siten f'(z) > 0 eli f on
kasvava alueessa x < 1, kun —a < 0 eli a > 0.

Jatkuva funktio, joka on kasvava alueessa x < 1 ja alueessa x > 1 on kasvava koko
R:ssé. Néin ollen f(z) on kasvava kaikkialla, kun 0 < a < e.

a) Eukleiden algoritmi antaa: 154 = 126 + 28, 126 = 4 - 28 + 14, 28 = 2 - 14. Niin
ollen syt(156,126)=14.

b) Koska syt(156,126)=14 ja 56 = 4-14, Diofantoksen yhtalolla on ratkaisu. Eukleiden
algoritmi antaa: 14 = 126 —4-28 = 126 — 4 - (154 — 126) = —4 - 154 + 5 - 126, joten
56 = 4-14 = —16 - 154 + 20 - 126. Diofantoksen yhtalon eras ratkaisu on siten
zog = —16, yo = 20. Yhtilon yleinen ratkaisu on (z,y) = (=16 + n - 12, 20 — n - 121)
=(=164+9n,20—11n), n€ Zeli (24 9n, —2—11n), n € Z.

Funktio f(z) = 2% — 2% on jatkuva vililld [-1,1], f(—1) = % > 0ja f(0) =—-1<0,
joten f:114 on nollakohta vélilld [—1,0] € [—1,1]. Haetaan sille likiarvo Newtonin
JJ:/((ﬂCn) , missé f(z) = 22—2% ja f'(z) = 22—2% In 2. Alkuar-

T
volla zg = —0,5 saadaan x1 ~ —0,806757, x5 ~ —0,767354, 3 ~ —0,766665, r, ~
—0,766665. Nelidesimaalinen likiarvo on siten —0,7667.

menetelmalla z,, 1 = x,—

a) Viite on viiri. Valitaan f(z) = —22 ja g(z) = 0, jolloin f/(z) = —2x ja ¢'(x) = 0.
Nyt f(x) < g(z) kaikilla z. Kun < 0, on f/'(z) = =2z > 0 = ¢/(z).

b) Véite on oikea. Jos f(z) < g(x) aina, on g( ) — flz ) > 0 aina. T&lléin on myos
Iy (g f(t))dt > 0 kaikilla = > 0 eli fo — [y f(t)dt > 0 kaikilla z > 0 eli
valte
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a) Nollakohdat saadaan yhtélostd sinz = cosz <= sinz = sin(5 —z) <= = =
T —x+2nw < x =% +nn. Vilille [0, 27] osuvat ratkaisut z = % ja z = 2T.

4 4
b) Funktion f(x) = cos z—sinz derivaatta on f/(z) = —sinz—cosz. Koska — cosz =
cos(m—x) =sin(x—7F), f'(zr) =0, kunsinz =sin(z— ) <= v = 1—2+ 5 +2n7w <=
x = 32 +nr. Vilille [0, 2] osuvat ratkaisut z = 2T jax = I, Nyt f(3F) = —2- \% =

—V2 ~ —141 ja f(IF) = 2. J% = /2 ~ 1,41. Lisiksi f(0) = 1 = f(2r). Tésti
nahdain, ettd funktio saa suurimman arvonsa, kun z = %r ja pienimmaéan arvonsa,
kun z = %.
2
c) fOQﬂ f(z)dx = fo%(cosx —sinx)dz = / sinz +coszx=1-1=0.
0
d) fOQW |f(z)|dx = f0”/4(cosx—sin x)dac—fj%él(cosx—sin m)dx+f52:/4(cosx—sin x)dx

/4 57 /4 27
= / (sinx 4 cosz) — / (sinx + cos z) +/ (sinx + cosz) =
0 /4 57 /4

1 1 1 1
2(sin T 4+ cos T —sin3F —cos ) =2(—(=+ —=+ —= + —=) = 4V2.

V2 V2 V2 V2

a) 1) Vasemmanpuoleisen kuvan tapaus. Laatikon pohja on nelid, jonka sivun pituus

on 2nr. Pohjan ala on a;, = 4n?r2. Pullojen pohjien alojen summa on ap = n?mr2.

ap n2mr? T

Tayttosuhde S,, = — = —— = — ~ 0,79. Tulos on sama kaikilla arvoilla n.
ar,  4n?r2 4

2) Oikeanpuoleisen kuvan tapaus. Laatikon pohjan pitemmé&n sivun pituus p =
(2n 4+ 1)r. Lyhyemmén sivun pituuden maérittdmiseksi tarkastellaan ensin kuvan
tapauksessa ympyrapyramidia, joka muodostuu neljastd pohjaympyrasta ja niiden
paalla olevista kuudesta ympyrasta. Kun pyramidin karkina olevien ympyroiden
keskipisteet yhdistetdéin saadaan tasasivuinen kolmio, jonka sivun pituus on (4—1)-2r
ja korkeus (4 — 1)r/3. Tamin perusteella laatikon lyhyemmén sivun pituus arvolla
n =4 on ((4—1)y/3+2)r. Samalla piittelylld nihdiin, ettd lyhyemmin sivun pituus
arvolla n on ¢ = ((n — 1)v/3 + 2)r.

Laatikon pohjan ala a; = pg = (2n + 1)((n — 1)v/3 + 2)r2. Téyttosuhde on nyt

2
1
T, = ar _ nr . Arvolla n =10 on Tg = & ~ 0,85.
ar  (2n+1)((n —1)V3+2) 21(9v/3 + 2)

b) Vasemmanpuoleisen laatikon tdyttosuhde ei riipu arvosta n, joten se on n:n

kasvaessa rajatta edelleen Z. Oikeanpuoleisen laatikon tapauksessa on raja-arvo

4
~ 0,91.

lim,, o T}, = lim,,_, o

23+ (4—3)/n+ (2—3)/n2 23



