YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 18.3.2015
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden, sisdltojen ja pisteitysten luonnehdinta ei sido ylioppilastutkin-
tolautakunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kiytettdvistd kriteereistd padttdd tutkinto-
aineen sensorikunta.

Hyvistd suorituksesta ndkyy, miten vastaukseen on pdddytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut riittdvét perustelut sekd lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetdéin huomiota kokonai-
suuteen, ja ratkaisu pyritddn arvioimaan kolmiosaisesti: alku, vilivaiheet ja lopputulos. Lasku-
virheet, jotka eivit olennaisesti muuta tehtdvén luonnetta, eivit alenna pistemédrdd merkittavésti.
Sen sijaan tehtdvén luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat alentaa pistemééraa
huomattavasti.

Laskin on kokeen apuviline, jonka rooli arvioidaan tehtdvédkohtaisesti. Jos ratkaisussa on kéytetty
symbolista laskinta, sen on kéytdvd ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtdvien ratkai-
semisessa pelkkd laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan laskimesta
saatu tulos yleensd riittdd rutiinitehtivissd ja laajempien tehtdvien rutiiniosissa. Téllaisia ovat
esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen, yhtdldiden ratkaiseminen sekd funktioiden derivointi ja
integrointi.

Alustava pisteitys

1. | Kuhunkin kohtaan merkitdédn piste yksikkoympyran kehille seka
kaari, joka osoittaa kulman loppukyljen sijainnin ja kulman
suuntauksen.

a) | 405° =360° +45°

b) | Kyseessd on myotipaiviian suunnattu kulma 90° +30°.

©) 37” rad = 135° 2
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Kaksoisepdyhtilo 0 < y < \/M toteutuu xy-tason alueessa, jota

rajoittavat kdyrit y = Jx, x>0, y=~—-x,x<0, x-akseli sekd
pystysuorat x =1 ja x=—-1.

Kuvio (Kuva 2 lopussa)

b)

Yhtilo x+/1+ x =+/2x voi toteutua vain, kun x > 0. Talloin se
voidaan nelidida puolittain. Saadaan:

x2(1+x)=2x<:>x3+x2—2x20

<:>x(x2+x—2):O<:>x=va2+x—2:O<:>x:va=1vx=—2.

Luku -2 ei kuitenkaan toteuta nelidintiehtoa x >0, joten ratkaisu on
x=0vx=1I.

Vieraskielisten lukumiarda m(¢)=a-1,07 5" Médra aluksi vuonna
2003 on m(0)=a.

Vuonna 2013 midrd on m(10)=a-1,075'°.

Vuonna 2033 miérd on 2-m(10) =2a-1,075'° .

Jos vuosittainen kasvukerroin 30 vuoden aikana on £, niin saadaan
yhtilé a-k°° =2a-1,075'7,

josta k0 =2-1,075'0 < k =392.1,075'"

1,0483..., joten keskimddrdinen vuosittainen kasvuprosentti on ollut
noin 4,8.

Kun ¢ =1, niin yhtal6 on X2 +2x+1=0

< (o + 1)2 =0 (tai ratkaisukaavalla x = %)

Sx+l=0x=-1. (x=—72=—1)

b)

Koska # # 0, on kyseessa toisen asteen yhtéld. Téll6in silld on ainakin
yksi ratkaisu, kun sen diskriminantti D >0.

2 2 2
D=(t2+1) —4z4:(z2+1) —(2z2) :(z2+1+2z2)(r2+1—2z2)

:(3t2+1)(1—t2)20 (tai =3¢ +22 +120..)

Koska tulon ensimmadinen tekija on aina > 0, niin epayhtilo toteutuu,

kun 1—t220<:>t2Sl<:>—1£t£1.Vastaus on siten
—1<t<1IAt#0.
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5. ; ; ~_1-2_ 1 —-1=3__4 1
Janojen kulmakertoimet ovat k 45 = 3 = s kcp = s =3
jayhtdlot s, :y—lz—%(x—3)<:>y:—%x+% ja
1+1
Scp :y+1:—%(x—1) <:>y=—% +%.
Vertaamalla oikeita puolia saadaan: —%x +% = —%x + % 1
& 3x+24=-20x+5 S x=-13. !
. - I co__4(_19Y,1_31
Sijoittamalla tdmd yhtdloon s, saadaan: y = 3( 1 7) +3=17 .
Leikkauspiste on siten (—%,%).
6. | Normitus: Kun dlykkyysosamédédrda X noudattaa jakaumaa N(100,15),
niin muuttuja Z = XI—éOO noudattaa normitettua jakaumaa N(0,1). I
Olkoon kysytty yldraja a. Télloin on oltava P(—a < X <a)=0,50, 1
joten normaalijakauman symmetrian perusteella on oltava
P(X <a)=0,75,
: a—=100) _ a—=100) _ 1
eli P(Z<T)—CD( 1 )_0,75.
Kertymaéfunktiotaulukon mukaan a—l_ls()() ~ 0,68, 1
josta a~15-0,68+100=110,2. 1
Kysytty vili on siten [100-10,100+10]=[90,110]tai [89,111]. Rajat | 1
voidaan ilmaista myos yhden desimaalin tarkkuudella.
7. | Lauseke In(sinx) on méiéritelty, kun sinx >0 1
a)
onmr<x<r+n2rleon2r<x<2n+)r], nel. 2
b) ‘ln(sin x)‘ =2 < In(sinx) =12 < sinx = 2 . Etumerkki + ei kelpaa :
silla, ¢ > 1. Saadaan sinx = e_z,
jonka yksi ratkaisu on x; =0,1357...~ 0,14 ja muut annetulla valilla
olevat ratkaisut ovat x, =7 —x =3,0058...~ 3,01, 2
x3=27+x=6,4189... 6,42 ja x4 =37 -x=9,2890...9,29.
Yksi ratkaisu véérin -1
Useampi ratkaisu vdirin )
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Sdilion poikkileikkausympyrén siade r = % dm ja séilion pituus on /.
1 litra=1 dm’.

Sailion tilavuus ¥ = 72l = 7(12) 123000 (drm’).

4-3000

713
n. 2,3 m tai 2,26 m.

Téstd saadaan [ = =22,6018... (dm). Sidilion pituus on siten

b)

Kuvion merkinndin » =65 cm, a=r—-h=25cmja

b=+r*—a* =/3600 = 60 (cm). Keskuskolmion ala
Ay =1-2b-a=ab=1500 (cm’). (Kuvio 8 lopussa)

Jos keskuskulman puolikas on ¢, niin sille pétee

sing = b_ % =0,9230...,josta ¢ =67,3801...°.
r

Sektorin ala A, = 326(30 7r* =4968,622...cm” = 49,6862... dm’”.

Segmentin ala 4= A4, — A4, = 34,6862...dm". Jaljelld olevan 6ljyn
tilavuus on siten A/ =783,9705...dm> ~ 784 litraa.

Olkoon teltan pohjan sidde r ja sivujana s, jolloin korkeus

h=+s%-r?. Teltan vaipan ala 4A=7rs =16, josta s ::Z—6r.

Teltan tilavuus V = %m’zh = %7[1’2 S2 - r2 )

Sijoitetaan tdhdn s = :z—6r, jolloin saadaan

V(r) =%7Zr2- —22562 _ 2 :%\/2567”2 70
wr

V' (r) on suurin, kun juurrettava f(r) = 25617 — 7r2r6, r>0, on

suurin. Derivoidaan: f'(r)=512r— 672 = 2r(256 — 37[2r4) :

Nollakohdat: f'(r)=0< r=0v r*=250 & p=0vr=+t—2

372 i‘/; .

4
22
on myos tilavuuden V() maksimikohta, joten kysytty lattian
halkaisija 2r = 3,43 (m).

Naiistd vain » =+ on kelvollinen, ja sen likiarvo on 1,715. Se
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10.

Pyorahdyskappaleen tilavuus

1 1 1
Vzﬂfyzdx=7zja2xdx =7ra2é x

(Saadaan myds suoraan pyorahdysparaboloidin kaavalla V' =

2
Eﬂ'l"h)

Tilavuusehto antaa yhtélon 3

vain etumerkki + kelpaa.

Lza® =27 = d? =4 << a=22,joista

Koska nyt y = 2/x, niin V' —L: 1

Kysytty vaipan ala 4= 27zj ‘yMl+ dx
1
1
=2r |2 I+ —= | dx=4 1+ — |dx =
”J‘ . (H ) ”J 1o e
0

0

(x+1)3/2

47rf\/x+ dx = 47z/

_ 8?”(2\/5 _1) =15,3177...~15,3 pinta-alayksikkoa.
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11.

Kuusinumeroinen 7-kantainen luku

3
n=as-7 +a,- 7" +ay-7 +a,-7* +a, -7+ a, kirjoitetaan muotoon
as(6+1)° +a,(6+1)* + a3 (6 +1)° + a,(6+1)* + a,(6+1) + .

Binomikaavan mukaan
6+1° =6 +56*1+10-6>-12+10-6% -1 +5-6-1* +1=6a+1,
jossa a on kokonaisluku.

Vastaavaan muotoon saadaan myos kaikki alemmat lausekkeen 6 +1
potenssit. Ndin ollen
n=as(6a+1)+a,(6b+1)+a;(6¢c+1)+a,(6d +1)+a(6e+1) + qa,

=6(asa +a,b+asc+ a,d +ae) +(as +a, + a3+ a, +a; +ay)

Koska summan ensimmaéinen termi on kuudella jaollinen, on koko
summa ja siten my0s luku z jaollinen kuudella tismaélleen silloin, kun
numeroiden summa as + a4 + a; +a, + a; + a, on jaollinen kuudella.

TAI:

Koska 7=1 (mod 6), niin 7" =1" =1 (mod 6), kun n=1,2,3,....

3
Siten a5-75+a4-74+a3-7 +a2-72+a1—7+a05

5 4 3 2
as-1"+a,-1"+ay-1 +a,-1"+aq-1+a,=

as +ay, +ay +a, +a; +a, (mod 6). Viite on siten todistettu.

12)- Merkitdin f(x)=x> +2x> +10x—20. Talldin f'(x)=3x" +4x+10.
a
Yhtilon 3x® +4x+10=0 diskriminantti D=16—-120<0.
Derivaatalla f'(x) ei ole nollakohtia, joten funktio f(x) on aidosti
monotoninen. Alkuperdiselld yhtdl6ll4 on siten korkeintaan yksi juuri.
Koska f(1)=-7<0ja f(2)=16>0, niin juuria on tdsmalleen yksi.
b) X, +2x,% +10x, — 20

Iteraatiokaava x,, .1 = x,, — 3
3x,” +4x, +10

antaa xg =1, x; =1,41176470588..., x, =1,36933647059...,
x3 =1,36880818862..., x4 = x5 =1,36880810782....

Neljds kierros antaa siten jo vaaditun likiarvon.
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13.

Erotusosamaara

10+ =70 h20)

L
Chol+|H 1+ A

— 1= f"(0) kun & — 0. Viite on siten todistettu.

b)

X
—, x>0

Koska /() =~ X _)l4x miin f()=1"
+|x] x , x<0 —, x<0
1-x L(I1-x)

g(h)—g(0)

Erotusosamadrii tarkastellaan erikseen tapauksissa, kun

h>0 ja h<0. a-kohdan mukaan g(0)= f'(0)=1.
Kun />0, niin g(h)= f'(h)=

5 ja erotusosaméairi on
(1+h)

1 1 1-1-2h—h> 2-h =2
—. -1 |= —= - — —=-2,kun
h{(1+h) h(l+ h) (1+h) ]

h—0+.

Kun 2<0, niin f'(h)=

5 ja erotusosamédrd on
(1-1)

1
(1—;1)2_1 1-1+2h—-h> 2-h 2
= = s—>—=2,kun h—>0-.
h hi-h?  (1-h? 1

Koska toispuoleiset raja-arvot (toispuoleiset derivaatat) ovat erisuuret
—2 ja 2, niin funktiolla g(x) ei ole derivaattaa origossa.

*14.

Jos molempiin ndyttelyihin ilmoitettiin x koiraa, niin
31+ x+43=1372. Siis x=1298.

P(Lja8) =135

=0,94606... ~ 95 %.

Tapahtumat 4 ja B ovat riippumattomia, jos P(4 ja B)= P(A4)- P(B).

P(L)-P(8) =135 1335 = 0,94677...

# P(L ja S), joten tapahtumat L ja S eivit ole riippumattomia.

—_| = N = =

Riippumattomuusehto on b-kohdan mukaan P(L ja S)= P(L)- P(S),

eli 2 atb bt L paibie)=(a+b)b+o)
a+b+c a+b+c a+b+c

<ab+b?+be=ab+ac+b*+bc = ac=0<a=0vc=0
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*15. 1 1

2) Zir) 1272
2
Elk(klﬂ):%#%
3
Elk(klﬂ):%“%*:%
4
Elk(klﬂ):%ﬁ:%
5
Elk(klﬂ):%%:%
L n

Arvaus on siten: Y, = .
k=1 k(k+1) 1

b) L V4 Y8 _(44B)k+4
k(k+1)  k  k+1 k(k+1)

. A+B=0 A=1
Tama toteutuu kaikilla £ €Z, , kun Rt

B=-1

c) n n
)2 k(k1+1) =2 (%_ﬁ)
k=1 k=1
11,11 1.1 1
L R R R ity
—1__1
n+l
= # Arvaus on siten todistettu oikeaksi.
d) noo " 11

Iim = lim =lm —=—-—=1.
n—w j=1k(k+1) nowon+l n—)ool-i—% 1+0

44
P
/
‘H:V:P \y\ﬁ '
A/ mi/ 4
[ I £ . M\
Kuvio 2 Kuvio &
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