YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 26.3.2018
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden, sisdltojen ja pisteitysten luonnehdinta ei sido ylioppilastutkin-
tolautakunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kdytettdvistd kriteereistd paattda tutkinto-
aineen sensorikunta.

Hyvistd suorituksesta nikyy, miten vastaukseen on paddytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat laskut
tai muut riittdvat perustelut sekd lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetddn huomiota kokonaisuuteen, ja
ratkaisu pyritdén arvioimaan kolmiosaisesti: alku, vélivaiheet ja lopputulos. Laskuvirheet, jotka eivét
olennaisesti muuta tehtdvan luonnetta, eivit alenna pistemddrdd merkittévésti. Sen sijaan tehtdvin
luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat alentaa pistemdardd huomattavasti.

Laskin on kokeen apuviéline, jonka rooli arvioidaan tehtdvidkohtaisesti. Jos ratkaisussa on kiytetty
symbolista laskinta, sen on kdytdva ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtdvien ratkaisemi-
sessa pelkkd laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan laskimesta saatu
tulos yleensa riittdd rutiinitehtdvissa ja laajempien tehtdvien rutiiniosissa. Téllaisia ovat esimerkiksi
lausekkeiden muokkaaminen, yhtidloiden ratkaiseminen seké funktioiden derivointi ja integrointi.
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A-o0sa

f(=2) = (-2 = (-2)
= 8+2=—6

f(x)=32* -1
— f'(3)=3"—1=26

Jo f2)de = /3 Lot — 1a?

2
=141 — 242 =43 -8 =56

— == = = =

20r —6)(z —9)=22"—-2-62—2-9x+2-6-9
= 22 — 30x + 108

P4+r—12=0=>xr=3taix=—4
= (x —3)(z+4)

—_ = = =

p(z) = a(z — z1)(x — x9) jollakin a:n arvolla. Kertomalla auki saadaan: p(z) =
ar?® — a(ry + x9)T + ax Ts.
Toisaalta p(x) = ax?+bx +c, joten vakiotermeji vertailemalla saadaan ax zy = ¢

eli T1To = g.

f'(z) = cosz — \/3sinx
fl(x) =0 = cosz = /3sinx
1

=>tau1r1:L':7g

= x = § + mn, joista vilille kuuluvat % ja %’T.
f(§) =5+ V3% =2ja f(7F) = —5 — V3% = 2
Toisaalta f(0) = v/3 ja f(27) = v/3, joten diriarvot ovat 2.
TAI
f(x) = (i+V3]) - (sinzi+cosxj)
(i+V37) =203+ %)
= 2(sin § ¢ 4 cos §J)
= f(x) = 2(sinwsin § + cosx cos §)
= 2cos(z + F)
Siten adériarvot ovat £2.

—_ = = e

N G G GV U G WY

Funktion kuvaaja on paloittain jatkuva.
Arvo 2 vililla 0,1, muualla 0.

Funktion arvo on z vililld [0,1], muualla 0.

Funktion kuvaaja on paloittain jatkuva.

Funktion arvo on 1 vililli [—2, — 1|, muualla 0.
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B1l-0sa

(-2 +(y—1)2=4 1
r=1=(y—12=4-1=3 1
=y=1++3 1
Piste (—2,4) on ldhin piste suoralla, silld suoran normaali téssé pisteessi kulkee
pisteen (2,1) kautta. 1
Keskipisteen etdisyys suorasta [(2,1) — (—2,4)| =42+ 32 =5 1
Ympyran etéisyys suorasta on siten 5 — 2 = 3. 1
Suhde sailyy mittakaavan muutoksissa, joten voimme olettaa, ettd hypotenuusan
pituus on 2. 1
Terévén kulman viereisen kateetin osan pituus on silloin — = \% 1
Koko kateetin pituus on 2 cos 30° = V3. 1
Kateetin toisen osan pituus on siten \/§ — \% 1
=V3(1-3) =7 1
Kysytty suhde on siis \% / \/ig = 2. 1
Vastaus % -0
Seitsemaésta varsinaisesta numerosta voidaan valita kuusi seitsemélla tavalla; kah-
desta lisinumerosta voidaan valita yksi kahdella tavalla ja yhdesta lisénumerosta
yvhdella tavalla. 1
Mahdollisia 6-+1-riveja on ennen uudistusta 7 - 2 ja uudistuksen jéalkeen 7 kappa-
letta. 1
Kaikkiaan arvontatuloksia on (379 ) (322) ja (470) (313). 1+1
Todennékoisyydet ovat siis (379;?322) = 357 44772376 = 1,83511...-107? ennen uudis-
tusta ja (470)7(313) = cimzsms = 1,13777 ... - 107® uudistuksen jilkeen. 1+1
156 =22-3-13 1
Luvun tekijét ja siten sisarusten mahdolliset it ovat 1, 2, 3, 4, 6, 12, 13, 26, 39,
52, 78 ja 156. 1
Koska kyseessd ovat nuoremmat sisarukset, ainoastaan luvut 1, 2, 3, 4, 6, 12 ja
13 ovat mahdollisia. 1
Tekija 13 esiintyy kerran, joten yksi sisaruksista on 13-vuotias. 1
Kahden muun ién tulo on 12 1
= muut mahdolliset idt ovat 1 ja 12, 2 ja 6 tai 3 ja 4. 1
g(z) = fl(z) =2* — 4o +1 1
Selvitetidin g(x) = 0, ja lasketaan sitd varten ¢'(x) = 423 — 4. 1
Iteraatiokaava 1
[teraatio alkuarvolla 0,5 (0,2321428571, 0,2509614668, 0,2509921574) = 0,25099 | 1
[teraatio alkuarvolla 1,5 (1,493421053, 1,493358562, 1,493358557) = 1,4934 1
Koska f on jatkuvasti derivoituva funktio, ovat ddriarvot avoimella valilla de-
rivaatan nollakohdissa: f(0,25099) = 0,125197... =~ 0,1252 ja f(1,4934) =
—1,48145 ... ~ —1,481. 1
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10.

11.

12.

B2-o0sa

Annukka on kiyttényt kaavaa a - b = a,b, + a,b,.
Fareed on kiyttényt kaavaa a - b = |a| |b| cos(a,b).

Kuva, josta nékyy, etta vektorien u ja v kulmat z-akselin kanssa ovat % ja ?—g ja
vektorien pituudet ovat 7 ja 3.
Vektorien u ja v vilisen teravan kulman suuruudeksi on merkitty 7.

Ensimmaiselld rivilldi Annukka on sijoittanut vektoreiden komponentit sekd ot-
tanut luvut 7 ja 3 yhteisiksi tekijoiksi. Toisella rivilla han on kiyttanyt kaavaa
a-b=azb, + ayb,.

Kolmannella rivilld hén on kdyttdnyt kaavaa cos(A — B) = cosAcosB +
sin A sin B. Neljannelld rivilld hdn on laskenut kosinin argumentin ja sen jélkeen
kosinin arvon.

Valitaan ensin polynomi jonka nollakohdat ovat —1, 0, 1 ja 2, eli esimerkiksi
z(z+1)(x —1)(z —2).

Kun |z| on suuri, tdimé on positiivinen, eli polynomin kuvaaja on W-muotoinen,
joten kerrotomalla se luvulla —1 saadaan funktio, joka on positiivinen tdsmélleen
vaadituilla valeilla.

Lisdtédén polynomiin 2, jolloin saadaan f(z) =2 —x(z + 1)(x — 1)(z — 2).
(My6s muunlaiset esimerkit ovat mahdollisia.)

Voidaan esimerkiksi etsié ei-negatiivista funktiota, jolla on yksi minimi ja yksi
maksimi. Funktion g(z) = z%e® derivaatta on ¢/(z) = (2? + 2x)e®, jonka nolla-
kohdat ovat © =0 ja x = —2.

Toinen vaihtoehto on etsid polynomia, jolla on minimi ja terassikohta. Derivaatta
voisi olla esimerkiksi 12x(x —1)?, jolloin integroimalla saadaan g(z) = 3z* —8z3 +
622

Olkoon a < b. On siis osoitettava, ettd g(a) > g(b).

g(a) > g(b) > log, x> logyz & £ (z) > f; ()

Merkitadn = = f,(y), sijoitetaan se edelliseen epdyhtéaloon ja sovelletaan kasvavaa
funktiota f, kummallekin puolelle: f;(x) > f, ' (x) < fi(y) > fu(y) & W > a¥.
Koska y > 1 ja b > a, viimeinen epayhtélo pétee.

TAI

derivaatalla

Olkoon = < y. Nyt H(y) — H(z) = [ h(t) dt.

Jos h > 0, seuraa, ettd H(y) — H(xz) > 0, eli H on kasvava.

Jos h < 0 jollakin valilla [c,d], niin H(d) — H(c) = fcd h(t)dt < 0, joten H ei ole
kasvava.
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13.

f on derivoituva kaikissa pisteissi x # 0.
Vasemmanpuoleinen derivaatta pisteessia x = 0 saadaan normaalisti:
DIn(l —z) =4 — -1, kun 2 — 0—.

p(x)cosj—f(O) — 2@ og L

Oikeanpuoleinen derivaatta lasketaan osamasaralla ” ”

Jos p(0) # 0, niin @ — +00, eikéd raja-arvoa ole, eikd siten myoskidn oikean-
puoleista derivaattaa.

Jos p(0) =0, eli ¢ =0, niin @ =ax — 0, kun =z — 0.

Koska ax COS% — 0, niin oikeanpuoleinen derivaatta on olemassa ja sen arvo on
0. Koska vasemmanpuoleisen derivaatan arvo on —1, ei funktio kuitenkaan ole
derivoituva. Vaadittuja kertoimia ei siis ole olemassa.
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