Pitka matematiikka 27.9.2002, ratkaisut:

1. a) Kolmion kérkipisteet ovat suorien y = 2z ja y = —3x leikkauspiste A = (0,0),
suorien y = 2z ja y = 3 — x leikkauspiste B = (1,2) ja suorien y =3 —z ja y = —%x
leikkauspiste C' = (6, —3). b) Kolmion sivujen pituudet ovat AB = /5, AC = 3v/5

ja BC = 5v/2.

2. Jos Helsingin ja Lappeenrannan valisen junaradan pituus on s ja matka-aika vuonna
1960 oli ¢1, niin keskinopeus vuonna 1960 oli v; = s/t;. Matka-aika nyt on to =
(1—-0,37)t; = 0,63y, joten nykyinen keskinopeus on ve = s/(0,63t1). Keskinopeuden
nousu prosenteissa on 100(vy/v; — 1) = 58,7. Vastaus: 59 %.

3. Funktion f(z) = Ae® + 2Be~* derivaatta on f'(x) = Ae® — 2Be~*. Koska f(0) =

ja f'(0) = 2, on oltava A 4+ 2B =1 ja A — 2B = 2. Yhtéloparin ratkaisu on A =
3/2, B=—1/4.
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2487 — = +2-+¢ 4 =1.
4(t2+ + t2 + )= 4

5. Suora on normaalivektoria vastaan kohtisuoran vektorin 37 — 27 suuntainen, joten sen
kulmakerroin on —%. Suoran yhtalo on y—3 = —%(m— 1) eli 2z +3y—11 = 0. Pisteen

2.24+3.2-11 1 1
| + | = ~ 0,277. Vastaus: ——.
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6. Koska sin 2a = 2sin « cos «, saadaan sinilauseesta — = — . Tasta ratkeaa
sina  2sinacosa

cosa = % ja edelleen o =~ 36,8699°. Kolmannelle sivulle x saadaan kosinilauseesta
yhtilo 52 = 22 +82—2-8 -z cos a eli 5z? —64x+195 = 0. Téaman ratkaisut ovat z = 359
ja x = 5. Jalkimmainen ratkaisu hylataan, silla se johtaa tasakylklseen kolmioon, joka
ei toteuta alkuehtoja. Vastaus: Kolmannen sivun pituus on == Ja a =~ 36,9°.

(2,2) etdisyys suorasta on

7. Sarmien keskipisteiden A’, B’,C’ kautta kulkeva taso rajaa sdidnnollisen tetraedrin
A'B'C'D, jonka sirmén pituus on 3a. ABCD: tasosta erottama osa A’B’C’ on

tasasivuinen kolmio, jonka pinta-ala on 1a 4\/_ a= ag\l/—g. Vastaus: aQ‘{—g.

8. Janan AC suuntaisen suoran kulmakerroin on g, joten B on suoralla S, y = %x + b.
Toisaalta B on sen ympyran kehalld, jonka halkaisija on AC. Suorakulmion ala on
suurin, kun B on kauimpana janasta AC. Néin tapahtuu, kun B:n etiisyys janasta
AC on %AC’ = v/13. Pisteen A = (0,0) etdisyys suorasta S on myds v/13. Tésté

Lo = V13 eli [b] = ? eli b = i%. Kysytyt suorat ovat

£/ (2/3)2+1

sitenyz%:l:—}—%jay:%x—%—ig.

saadaan b:lle yhtalo
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. Leena péadsee ratsastamaan heitolla 1 todennékoisyydelld 1/2. Sari padsee ratsas-

tamaan heitolla 2 todennikdisyydelld (1/2)2. Leena pédisee ratsastamaan heitolla 3
todennikdisyydelld (1/2)3. Sari péisee ratsastamaan heitolla 4 todennikoéisyydelli
(1/2)%. Niin jatkamalla nihddén, ettd Leenalla on aina heitolla 2n + 1 mahdol-
lisuus pédstd ratsastamaan todennikoisyydelld (1/2)?"*! ja Sarilla heitolla 2n to-
denniikoisyydelld (1/2)2". Ratsastustodenniikdisyydet ovat siten geometrisen sar-

jan summia, Leenalla > > (1/2)?"*! = 1. 1_11/4 =2 ja Sarilla Y00 (1/2)?" =
i 1 1

4°'1-1/4 — 3°

Kun a = 0, saadaan 1. asteen yhtalo 2x + 1 = 0, jonka ratkaisu on z = —%. Kun
a #0, la] <1, on yhtdlolld ratkaisut z; = (=141 —a) ja zo = (-1 — V1 —a).
VI—-a—-1)(V1—-a+1) 1

Edelleen z1 = = —————. Koska lim,_,gv1 —a =1,
' a(vI—a+1) VIi-a+1 0
on lim, .gz1 = —%. Taméa on arvolla a = 0 saadun yhtalon ratkaisu. Selvéasti

0>-1—+v1—a— —2kuna— 0jaa >0 tai a <0. Nain ollen lim,_ .o xs = Fo00,
eikd kumpikaan ole arvolla a = 0 saadun yhtalon ratkaisu.

Rekursiokaavan mukaan Th(x) = 22T (x) — To(x) = 222 — 1. Vastaavasti saadaan
T3(z) = 423 — 3x ja Ty(z) = 82* —8x? + 1. Pisteessi —1 on Tp(—1) =1, Ty(-1) = —1
ja To(—1) = 1. Osoitetaan induktiolla, ettd T,,(—1) = (=1)", n €N. Viite patee
kun n = 0,1,2. Jos viite pétee arvoon n asti, antaa rekursiokaava T, 1(—1) =
9T (=1) — Thoi(—1) = —2(=1)" — (=1)* L = —(=1)" = (=1)"*!, miki todistaa
véitteen. Pisteessd 0 on Tp(0) = 1, 71(0) = 0, T2(0) = —1 ja T5(0) = 0. Rekur-
siokaavan mukaan T),45(0) = —7,(0). Tasta seuraa induktiolla, ettd T5,(0) = (—=1)"
ja Ton41(0) = 0, kun n €N. Pisteessd 1 on Tp(1) = T1(1) = T(1) = 1. Induktio
Th+1(1) =2T,(1) — T,,—1(1) = 2 — 1 = 1 osoittaa, ettd T,,(1) = 1, n €N.

Olkoon O pohjaympyran keskipiste, AB pystysuoran tason ja pohjaympyran leikkaus
sekd C' janan AB keskipiste. Olkoon r pohjaympyran sade ja x = CO sekd d, =
Vr2 —22, 0 < z < r. Talloin em. tason ja rakennuksen leikkauskuvion ala on
Ay = 2d,d, = 2(r? —2?). Rakennuksen tilavuus on V = 2 for Agdr =4 fOT r? —x2dx =

T
4/ rly — %x?’ = %r?’. Kun 2r = 19,7 m, on V = 2548,46 m3. Vastaus: 2550 m3.
0

Irrationaaliluku on reaaliluku, joka ei ole muotoa §7 missa p,q € Z. Jos log, n ei ole

irrationaaliluku, on olemassa positiiviset kokonaisluvut p ja ¢ siten, etta log, n = § eli

2P/4 = pn eli 27 = n4. Koska n on pariton, on n? pariton. Toisaalta 2P on parillinen.
On jouduttu ristiriitaan, joten oletus oli vaéara. Siis log, n on irrationaaliluku.

a+bi  (a+bi)(c—di)
c+di  (c+di)(c—di)

= 2+ 3i.

a) (1—i)(2+3i) =2+3i—2 —3(-1) =5+i. b)

ac—i—bd_l_,bc—ad )5+i 5—1+,1—(—5)
. c =
2rd 'y P 1—i 141 "1+1




15. Lasketaan Simpsonin saannolla t)dt, missd f(t) = e=’/2. a) Neljin osavilin
0 J

Simpsonin kaava on nyt fo t)dt ~ 5’4 = S(f0)+4f(2)+2f(3) +4f(3) + f(1)).

Sijoittamalla f:n lauseke saadaan Sy ~ 0,855651. Néin ollen ®(1) ~ 1 + \/1275’4 ~

0,841355. b) Kun kahdeksan osavélin Slmpsomn kaavaan Ss = 57(f(0) + 4f(3) +
2f( )+Af(2)+2f(5)+4F(2)+2f(8 )—|-4f( ) f(1)) sijoitetaan f:n lauseke saadaan
Sg ~ 0,855626. Téméin mukaan D(1 ) —+ \/—Sg ~ 0,841345. Koska kumpikin kaava

antaa ®(1):n likiarvoon samat neljd ensimmaéistd desimaalia, voisi arvioida niiden
olevan oikeita. (Taulukkokirjan mukaan ®(1) ~ 0,8413.)



