Pitka matematiikka 24.9.2004, ratkaisut:

1. )22 —3<3 - <=4 <6<=2<3.b) (+1)?2?<l<=-1<z+1<1<
2<r<0.c)¥<2t<e=? r<2? l=ax<1, x#0.

2. Suurin sivunpituus on a+1. Kolmio on suorakulmainen, jos (a—1)24a? = (a+1)?
a? — 4a = 0. Ainoa positiivinen ratkaisu on a = 4. Hypotenuusa on ympéri piirretyn

ympyran halkaisija, joten ympyran side r = %(a +1) = g Vastaus: a =4, r = g

3. Jos kuution sivun pituus on a, on kuution pinta-ala 6a® ja tilavuus a3. Pienennetyn
kuution pinta-ala on 0,64 - 6a®> = 6(0,8a)?, joten sen kuution sivun pituus on 0,8a ja

tilavuus (0,8a)® = 0,512a®. Tilavuuksien suhde on 0,512, joten tilavuus on pienentynyt
100(1 — 0,512) % = 48,8 %.

4. On oltava OP = OA+ AP. Koska OP = t(3i+j) ja AP = uAB = u(67
yhtilo (37 + j) = i + 25 +u(67 — 7) eli (3t —6u — 1)i+ (t +u —2)j =
kun 3t —6u —1 =0 jat+ u — 2 = 0. Yhtaloparin ratkaisu on t = 1#93 ja
AP = g@, joten P jakaa janan AB suhteessa 5:4.

—7), saadaan
0. aln on,
u = 2. Siis

5. Laitteen toimimistodennékéisyys takuuaikana on p = (1 — pa)(1 — p)(1 — pc) ~
0,9339. Vikaantumistodennakoisyys on 1 — p &~ 0,0661. Jos komponentti C' kahden-
netaan, on toimimistodennikdisyys p = (1 — pa)(1 — pp)(1 — p%) ~ 0,9806. Vikaan-
tumistodennakoisyys on 1 — p ~ 0,0194.

6. Funktio f(x) on médritelty, kun 23—z > Oeli z(2?—1) > 0. Nyt 2°—1 > 0, kun z > 1
taiz < —1jax?—1<0, kun —1 < 2 < 1. Niin ollen z(z? —1)>0,kun—1<x<0

tai z > 1. Derivaatta f'(z) = (% —2)71(322 = 1) =0, kun = = i\% ~ +0,58. Vain

To = —\/Lg kuuluu maéaarittelyalueeseen. Se on lokaali maksimikohta silla f'(z) > 0,

kun —1 <z <z, ja f'(z) < 0, kun 2, < z < 0. f(z,) = In == f —0,95. Vastaus:

Méérittelyalue on —1 < x < 0 tai x > 1. Pisteessa z, = —\/Lg on lokaali maksimi

flxo) =In == 3\[

7. Ympyrin yhtild on muotoa (z + 3)? + y? = 4, joten keskipiste on (—3,0) ja side
2. Suora y = —x — 1 leikkaa ympyraa pisteissa, joiden z-koordinaatit toteuttavat
yhtélon 22 + (=2 — 1)2 + 62 +5 = 0 eli 22 + 42 + 3 = 0. Taméin ratkaisut ovat
r = —3 ja x = —1. Pienempi segmentti on suoran y = —z — 1 ylapuolella valilla
—3 < x < —1. Sen pyorahtaessa x-akselin ympari syntyy kappale, jonka tilavuus on

V=r [ (~22 =62 —5) — (—z — 1)?) du = 7r/_3 (—22% — 42? — 62) = &
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10.

11.

12.

13.

14.

Funktio f on vélilla [—1, 0] jana pisteestd (—1,0) pisteeseen (0,1) ja valilla [0,1] jana
pisteestd (0,1) pisteeseen (1,0). Koska f on jaksollinen jaksolla 2, on se jokaisella
valilld [—1 + 2n,2n], n € Z jana pisteestd (—1 4 2n,0) pisteeseen (2n, 1) ja jokaisella
valilld [2n,1 + 2n], n € Z jana pisteestd (2n,1) pisteeseen (1 + 2n,0). TamA "sa-
hanterafunktio” f ei ole derivoituva arvoilla x € Z, silla niissa f:n kuvaajassa on
kulma, jonka vasemmanpuolisella suoralla on eri kulmakerroin kuin oikeanpuolisella.
Koska g(x) = f(x + 1), saadaan ¢g:n kuvaaja siirtdmélld f:n kuvaajaa yhden yksikon
verran vasemmalle. Tamaéan vuoksi g:n derivoituvuudelle patee sama kuin f:n de-
rivoituvuudelle eli g ei ole derivoituva arvoilla 2 € Z. Koska h(xz) = f(x)+ f(x+1) =
f(x) 4+ g(x), saadaan h:n kuvaaja kullakin valilla [n,n + 1], n € Z laskemalla yhteen
jana pisteestd (n,0) pisteeseen (n + 1,1) ja jana pisteestd (n, 1) pisteeseen (n + 1,0).
Summa on jana pisteestd (n, 1) pisteeseen (n + 1,1). Ts. h(z) = 1 jokaisella z € R.
Se on talloin derivoituva kaikkialla.
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Siis f/(2) = —1.

Arvoilla  # 0 on 2* < 1/2* & 2% <1 & —1 < 2 < 1. Niin ollen ffooo f(z)dx =

1
f_loo x4 dx—l—f_ll z? dm-l—floo x~* dz. Edelleen, f_ll ztdr = / L5 = %ja fln x4 dx =

"_1,-3_1_ 1 1 seki [tz tdr = s 11 1
1 3 - 3 n3 n—oo 3 —n - —n 3 3 3n3 n—oo 3-
Siten [ f(z)dz =1+ 2+ 1 =15

1 2 3 4
Koska a = ———, a9 = —————, a3 = ——, a4 = ———, on oltava
2-1+1 2-2+1 2:3+1" 2-4+1
n

= . Edell lim,,_, = lim,, ..o —— = —. Koska ylei t i ei

an 1 elleen, lim,, .. a, My, oo 2+% 5 oska yleinen termi ei

lahesty raja-arvoa nolla, ei sarja suppene.
Funktio 2% — 722 = 2%(2% — 7) leikkaa z-akselia arvoilla z = 0, x = ++/7. Pisteissi
T = j:\/g se saa pienimman arvonsa —12%, ja pisteessa x = 0 lokaalin maksimin

0. Suora y = 4x — 21 leikkaa y-akselia kohdassa y = —21 ja x-akselia kohdassa 5%.
Siind kayrén pisteessi, joka on lahimpéana suoraa, on kayran tangentin kulmakerroin
sama kuin suoran kulmakerroin eli 4. Koska 3’ = 423 — 14z, on ko. pisteessi oltava
423 — 14z = 4 eli 223 — 7Tx — 2 = 0. Helposti nihdiin, ettd yhtilo toteutuu arvolla
xr = 2. Siten 223722 = (r—2) (222 +4x+1). Jilkimmaiisen tekijin nollakohdat ovat
r=-1+ %\/5 < 0. Koska kayran kulun perusteella pienimmén etaisyyden antavan

pisteen on oltava 4. neljinneksessé, on sen oltava (2,y(2)) = (2, —12). Tadmén pisteen
4.2 (-12)—21] 1

etaisyys suorasta on d = ~ (0,2425.
Y V1 V17
d d 1.d d
Yhtalo ﬁ = m Separoituu muotoon Ey = x(x——xf—él) = Z—l(% — " f4) Taman
. 1 1 x . X
ratkaisu on In |y| = ;(In|z| —In|z +4|) +C" = Zln|x+4\ +Celiy=C¢ |w+4|‘



15.

Fermat'n pieni lause: Jos p on alkuluku ja a € Z ei ole jaollinen p:ll4, niin a?~! = 1
mod p. Luku 2003 ndhdaan helposti alkuluvuksi. Jos 2003 on luvun n € N tekija
eli n = 2003k, niin (2003%)2°03 — 2003k = k((2003%)2°°2 — 1)2003 = 7 - 2003, missi
r = k((2003k)?°°2 — 1) on kokonaisluku. Siis n2°%3 = n mod 2003. Jos 2003 ei ole
luvun n € N tekijé, niin Fermat'n pienen lauseen mukaan n?°%? — 1 = 2003k eriilla
k € Z. Tallsin n?0% — n = n(n?°92 — 1) = nk - 2003, missi nk on kokonaisluku. Siis
n?003 = n mod 2003. Viite on todistettu.



