YLIOPPILASTUTKINTOLAUTAKUNTA
STUDENTEXAMENSNAMNDEN

MATEMATIIKAN KOE, PITKA OPPIMAARA 24.9.2014
HYVAN VASTAUKSEN PIIRTEITA

Alla oleva vastausten piirteiden, sisdltdjen ja pisteitysten luonnehdinta ei sido ylioppilas-
tutkintolautakunnan arvostelua. Lopullisessa arvostelussa kéytettavista Kriteereista paattaa
tutkintoaineen sensorikunta.

Hyvéstd suorituksesta ndkyy, miten vastaukseen on paddytty. Ratkaisussa on oltava tarvittavat
laskut tai muut riittdvat perustelut ja lopputulos. Arvioinnissa kiinnitetdédn huomiota koko-
naisuuteen, ja ratkaisu pyritdan arvioimaan kolmiosaisesti: alku, valivaiheet ja lopputulos. Lasku-
virheet, jotka eivét olennaisesti muuta tehtavan luonnetta, eivat alenna pistemaédrad merkittavasti.
Sen sijaan tehtdvan luonnetta muuttavat lasku- ja mallinnusvirheet saattavat alentaa pistemaaréa
huomattavasti.

Laskin on kokeen apuvaline, jonka rooli arvioidaan tehtdvakohtaisesti. Jos ratkaisussa on kéytetty
symbolista laskinta, sen on kéytdva ilmi suorituksesta. Analysointia vaativien tehtdvien ratkai-
semisessa pelkka laskimella saatu vastaus ei riitd ilman muita perusteluja. Sen sijaan laskimesta
saatu tulos yleensd riittdd rutiinitehtvisséd ja laajempien tehtdvien rutiiniosissa. Téllaisia ovat
esimerkiksi lausekkeiden muokkaaminen, yhtaldiden ratkaiseminen seka funktioiden derivointi ja
integrointi.
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Alustava pisteitys

(X=2)(x-=3)=6 < x(x-5)=0

= X=0vx=5

TAI ratkaisukaavalla:

x> —5x=0,

josta x =
2 5

51@_515_{0
2

b)

:x2+x+1

Leikkauspisteet saadaan yhtaloparista y
y= X2 + 2% +3

Véhentamalla yhtalot puolittain saadaan —x—2=0, josta x =—2.

Sijoittamalla tdma ylempdadn yhtal66n saadaan y =3 ja
leikkauspisteeksi taten (-2,3).

x+1
Kysytty luku =x. Ehtona on 5 X =4,

Saadaan yhtalo x2 —8x+1=0 , josta ratkaisukaavalla tulos

x:4J_r\/1_5.

2x+3y=7|2 4x+6y=14
=
3x—2y=4|3 9x -6y =12
Yhteenlaskulla saadaan 13x =26 <> x=2.

Sijoittamalla ylempaan yhtaloon saadaan 4+3y =7 < y =1.
Leikkauspiste on siten (2,1).

b)

Kysytty luku on x. Ehtona on x = %\/; o x =2x.

Neli6éimalla puolittain saadaan x = 4x% < X(4x-1)=0

<:>x:0v4x—1:0<:>x:0vx:%.

Logaritmikaava antaa

In(%)+ln3+2lnx:Inl—(ln3+2|nx)+|n3+2|nx,
X

josta sieventamélla saadaan vastaus O.
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35 Ehtonaon f(t)=38—2¢ %6t >37,9 1
a
20790 <0100 > 20, 1
Ottamalla luonnollinen logaritmi puolittain saadaan
0,6t>1n20 <t >1120 ~ 4,9928... ~ 5 minuuttia, 1
b) Muutosnopeus f'(t) = —2e 06t (-0,6) =1, 206t 2
joten f'(3)=1, 2e718 = 0,1983... ~ 0, 2 astetta minuutissa. 1
4. | Oikea idea. 1
a)
Yhtal6 on y:x2+2. 1
b) | Oikea idea. 1
Yhtal6 on y:(x—3)2:x2—6x+9. 1
¢) | Yhdistetdan a- ja b-kohtien ideat. 1
Yhtalgon y=(x—3)°+2 < y=x%—6x+11. 1
5. | Pyorahdyskappaleen kaavan sekd symmetrian nojalla tilavuus on
P 1
27zjsin2 x dx
0
T
= 7 [ (1-cos(2x))dx 2
0
f 1
=7ré(x—§sm(2x)) 2
1

— 7% [=9,8696...]
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6. | Kaaren pisteen (x,3x —5x2) etaisyys origosta on d.
2
Tallgin d? = f(x)= G +(3x—5x2) = 25x% —30x> +10x%, 0< xs%.
f'(x) =100x> —90x? + 20x =10X(10X? — 9x + 2).
f'(x) =0 x=0v10x2 —9x+2=0,
josta x=0v x:%v x:%.
Suurin arvo saadaan vélin pééatepisteessa tai derivaatan nollakohdassa.
Aariarvoehdokkaat ovat siten f(0)=0, f(%):0,3125 ja
f (%) =0,32, joista viimeisin on suurin.
' —v(2)=3.2_5.4_2 - ' 22
Pisteen y = y(s)—B 5 5 55 = & Kysytty piste on siten (5 : 5).
7. o o X —u
Normitus: Kahvin mééard X ~ N(z,10) = Z T ~N(0,1).
Alipainoisen paketin todenn&kdisyys on
500—- -500
P(X <500) = P(Z <) =1-a(#3%).
Koska tdméan on oltava < 0,02, niin taytyy olla CI)(”_lgOO) >0,98.
Talloin kertymafunktiotaulukon mukaan on likimadraisesti voimassa
#7590 5 05,
10
josta u>20,5+500=520,5.
Sisallén maaran odotusarvoksi on siis saddettdva 521 grammaa.
8. . . . a a
Jos jono (a,)on geometrinen, niin <0+ —_“n_
a) jono (a,)ong a,  any
josta a, =\/a, 42, -
b) | Jos b, =./o,_4b..1, niin b2 =b,_4b._;.

e b, b
Jakamalla puolittain lausekkeella b,b, ; saadaan —1— ="+l

n-1 bn

joten jono on geometrinen.
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Koska f (t) on parillinen funktio, niin tutkittava kaari on huipun kautta

kulkevan pystysuoran akselin suhteen symmetrinen. Kaaren korkeus
saadaan siis arvolla x=0.

Korkeus =—-39f (0) + 231 =-39-1+231=192 metria.

b)

Kaaren leveyden puolikas on kaaren tyven positiivinen x-koordinaatti.
Kaaren tyvessi y =0, eli -39 f (%)+231=0

o f(%):%:%. Apulasku: f(t)=a<:>%(et +e%)=a-

Kerrotaan puolittain lausekkeella2e', jolloin saadaan yhtalo

[i2
+ _
2at ;,a 4:ai\/a2 —1, joten

t\2 t t
(e ) —2ae" +1=0. Saadaan e" =

t:In(aJ_r\/aT—l).

13 — 1

96,1271... e
josta x =39 In(5, 92 + \/5, 92° —1) :{ 96,1971 Koska negatiivinen

arvo ei kelpaa, niin kaaren leveys on 2x =192,2543...~192 metrié.

2
P A X 77 77
Sijoitetaan arvot edelta: g_ln£—+ (—3) —1},

() =1(e" ™), joten y'(x)=-39- f'(X) & =-1'(2)

1% _X
—_1{ 39 _a"39
=-3 e e .

Kysytylle kulmalle « patee yhtal6 tana = y’(—x) :%(e'fg _e‘gxg)’

josta arvolla x =96,1271... saadaan tan« =5,8380..., ja edelleen
a =80,2801..° ~80°.
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10. | Olkoon piste C =(x,Yy) ja E =(x,0). Talldin ATOC ~ ACOE, joten
a |t 1 . 1
—==,josta x==-.
X t
Koska x? + y2 =1, niin y=+v1- Y
2 2
Pisteen C koordinaatit ovat siten (1 1—(1) j:(l,t_—l}_
t’ t t’ ot
b) Pienemmé&n ympyran séde CT = \Jt? —1. Merkitaén DE =a.

Jana TA=t—1ja AE =1-1. Saadaan yhtalo TA+ AE +ED=TD, eli

2 2
t-1+1-Lra=vi? -1, josta a=t? 1-t+ 1= +ttﬂ'

y_ Jl? Vt* -1
a 1t +t\/t2 1 t\/t 11— (t2_1)

Janan CD kulmakerroin kqp =

i

Koska jana OD = % a=——\/t2—1+t—%:t—\/t2—1,
__ 1
OD _ /tz _1

samalla suoralla.

niin kKgp = =kcp - Nain ollen pisteet B, D ja C ovat

~+
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11. X

, e
(1+ ex)
joka on positiivinen kaikilla x = vaitos.
TAI:
X X
F(x) = et _l+e 1:1_ 1 |
1+e*  1+¢” 1+¢*
Kun x kasvaa, niin o pienenee, jolloin erotus kasvaa,
+e
eli f(x) kasvaa aidosti.
b) e (ex 1
f(x)= =
1+e* 141
e

—>L:1, kun X — 0.
0+1

¢) | Koska f(10)=0,99995...>0,999

ja f(x)on aidosti kasvava, niin epayhtalo péatee.

12. | Tosi,
a)
koska esim. luvut x =y kelpaavat. 1
b) | Epatosi, 1
silld ei ole olemassa suurinta reaalilukua y. 1
c) | Tosli, 1
1

koska jos x =0, niin kaikille luonnollisille luvuille y patee: 0<vy.
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13.

Yhtalén x° —x =1 ratkaisu on sama kuin funktion f (x) = x° —x—1

nollakohta. Koska f'(x) = 5x% ~1>0, kun 1<x<2,on f (x) talla
valilla aidosti kasvava.

Kun liséksi f(1)=-1<0 ja f(2)=29>0,

on jatkuvalla funktiolla f (x)tasmélleen yksi nollakohta ja siten
yhtélol1a tasmalleen yksi ratkaisu.

b)

5 o _ 5
Newtonin palautuskaava on Xn,q = X — *n 4X” 1 = 4Xn4 +1 _
5, -1 5%, —1

Iterointi: X, =1,1784...
X3 =1,1675...
X, =1,1673...~1,167

*14.

Piirretddn janat AD ja BC. Talloin ZCBA = _ZCDA samaa kaarta AC
vastaavina kehakulmina. Liséksi kolmioilla yhteinen kulma ZAPC.

Taten kolmiot ovat yhdenmuotoiset (Kk).

b)

Yhdenmuotoisuuden nojalla % _pc

PB’

josta saadaan ristiin kertomalla PA-PB=PC-PD.

Olkoon K ympyrén keskipiste. Piirretdan janat AC ja AD ja merkitaan
Z/CDA=q«. Télloin ZCKA=2«, koska se on samaa ympyran kaarta
AC vastaava keskuskulma. Tasakylkisen kolmion CKA kulmille patee:

/ACK = Z/KAC =90° — . Koska ZKAP =90°, niin
ZCAP =90° —(90° —a)za.

Kolmioissa PCA ja DAP on kaksi yhta suurta kulmaa, joten ne ovat
yhdenmuotoiset, josta seuraa (PA)2 =PC-PD.

d)

Merkitddn kolmion karkid K, A, P. Hypotenuusa leikkaa ympyran
pisteessa E. Jatketaan hypotenuusaa c sateelld EK =a, jolloin jatke
kohtaa ympyran pisteessa D.

b-kohdan nojalla patee PA% = PE.PD.

Merkitddn PA=b ja PK =c, jolloin b2 = (c—a)(c+a) = c? —a? , josta

Pythagoraan lause a’ +b® =c? seuraa.
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*15.

Koska binomin nelioné (x — y)2 =x%+ y2 —2xy >0,

niin xys%(xz + y2) kaikille x,y <R.

b)

Edellisen kohdan nojalla Xy, + X, ¥, + ...+ X, Yy
s%[(xlz + y12)+(x22 + y22)+...+(xn2 + ynzﬂ

=%[(X12 +x22 +...+xn2)+(y12 + Y22 +o.F Ynz)J

- : a - b
Sijoittamalla edelliseen lausekkeeseen X, :Kk ja vy =§k se tulee

2 .2 2 2 n2 2
a +ay +..+a, +bl +b," +...+Db,

1 _1 _
muotoon { 2 52 }_E(Hl) =1.

Edellisen kohdan nojalla ab, +...+a,b, =xA-y;B+...+x,A-y,B=
AB(X Yy + ...+ X Yp)

<AB:-1=

\/al2 +...+am2 \/b_L2 +...+bn2 :
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