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Aritmetiikka

1. Strategiapelissa rakennetaan uudelle planeetalle makean veden sailiota. Sailié on ympy-
rapohjainen lierid, jonka korkeus on 320 metria ja pohjan sdde 1000 metrid. Sailiosta haihtuu

vettd keskimaarin 100 litraa minuutissa. Kuinka monta planeetan vuotta sailiéssa riittaisi vet-

ta, ennen kuin taysi sailié pelkastaan haihtumisen vuoksi olisi tyhjentynyt? Planeetan vuosi on
3.10’ sekuntia.

Vihje: Kertomerkki on joko valilyonti tai *; numeroiden tapauksessa * on selkeampi (ihmisel-
le).

2. Trooppisen vuoden pituus on 365 vrk 5 h 48 min 45 s ja Maan pyodrahdysaika akselin
ympaéri 23 h 56 min 4 s. liImoita murtolukuna, kuinka monta pydrahdysta Maa tekee trooppisessa
vuodessa. Mika tulos on desimaalilukuna?

Vihje: Kertomerkki on joko valilyonti tai *; numeroiden tapauksessa * on selkeampi (ihmisel-
le).

3. Sievenna lauseke’ 7 — 4v/3. Laske myés likiarvo 100 desimaalilla.

Vihje: Kokeile funktioita Simplify ja FullSimplify. Nelidjuurifunktio onsqrt; symboli
l6ytyy myos paletista. Likiarvon laskemineim:

4. Laske summas[_, k2 kunn=2,3,4,56,7,8,9,10. Jaa tulokset tekij6ihin. Ovatko jotkin
summat jaottomia, so. alkutekijoita?

Vihje: Tarvittavia funktioita:Sum, FactorInteger, PrimeQ. Taulukoita voi tehda funktiolla
Table. Liittdmalla loppuun méaéreg/TableForm taulukko saadaan tulostetuksi havainnollisem-
paan muotoon.

5. Tutki, millaisia tarkkoja arvoja saadaan lausekkeell¢Tsin), kunn on luonnollinen luku.
Mita tarkoittaa, ettd osa tuloksista on (ainakin naenndisesti) kompleksilukuja? Missa tapauksis-
sa tulos ei sisalla imaginaariyksikk6a?

Vihje: Tarvittava funktio orfunct ionExpand. Muista iso alkukirjain ja hakasulutin [Pi/n].

6. Laadi taulukko sini- ja kosinifunktioiden arvoista valilla 8 90° yhden asteen valein.



Vihje: Taulukoita voi tehda funktiollaable. Liittdmalla loppuun maaré/TableForm tauluk-

ko saadaan tulostetuksi havainnollisempaan muotoon. Trigonometristen funktioiden argument-
tien tulee olla radiaaneissa. Lukikirjoitetaanpi; se voidaan mygs valita paletista. Muista iso
alkukirjain ja hakasulutsin[Pi/4], Cos[0].

7. Lukua 1t approksimoidaan luvulla/10. Laske absoluuttinen virhe ja suhteellinen virhe
prosenteissa.

Vihje: Luku tonPi ja /10 ilmaistaarsqgrt [10]. Molemmissa tapauksissa voidaan symbolit
valita myos paletista.

8. stirlingin kaavanmukaan on

1
Inn! ~ (n+§)lnn—n+ln\/2n.

Approksimointi on sita tarkempi, mita suurempon. Laske absoluuttinen ja suhteellinen ap-
proksimaatiovirhe, kum = 10, 100, 1000.

Vihje: Muodosta lausekkeet absoluuttiselle ja suhteelliselle virheetidunktiona ja sijoita
naihin tarvittavan:n arvot korvaussaantota kayttaen.

O. Laske lausekkee(il + r—l])“ likiarvo yha isommilla arvoillan ja tutki, miten tama lahestyy
Neperin lukuee.

Vihje: Likiarvot halutulla tarkkuudella saadaan funktiolla Neperin luku ong; se voidaan
valita myos paletista, jolloin symboli nayttda hieman erikoiselta pikku e:lta. Aloita varovaisesti;
ala syota kovin suuria lukuja. Tulokset voi keréata taulukoksib1e-funktiolla.

10. Laske summaryR_, (—1)k/K! likiarvo yha isommilla arvoillan ja tutki, miten summan
kaanteisarvo lahestyy Neperin lukea

Vihje: Tarvittavia funktioita:Sum, N. Neperin luku orE; se voidaan valita myds paletista, jolloin
symboli nayttaa hieman erikoiselta pikku e:ltd. Kertoma ilmaistaan yksinkertaisesti huutomer-
killa. Tulokset voi kerata taulukoksiab1e-funktiolla.

11. kahden paikkakunnan vélinen lyhin etdisyys maapallon pintaa pitkin mitattuna voidaan
laskea kaavasta

d = Rarccogsind; sind, + cosd; cosd, cog 1 — 7)),

missdd; ja ¢ tarkoittavat ensimmaiser;, ja ¢, vastaavasti toisen paikan leveys- ja pituusa-
tetta.R = 6370 km on maapallon sade. Syota kaava Mathematicalle ja laske sen avulla a) Hel-
singin ja Tokion, b) Reykjavikin ja Sydneyn valinen etaisyys, kun paikkakuntien koordinaatit
ovat seuraavat:

leveys pituus
Helsinki | 60°08 N | 2500
Tokio 35°40" N | 13945
Reykjavik | 64°09° N | 21°58
Sydney | 3355 S| 151°10
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Vihje: Kirjoita kaava muuttujien avulla ja sijoita nille arvot korvausoperaattgria(eli
ReplaceAll) ja sopivaa korvaussaantta kayttaen. Kaavan voi myds maaritella neljan muuttu-
jan funktioksi. Arkuskosini orircCos.

Lausekkeiden kasittely
12. sievenna lauseke x—1

-2+
Vihje: Sopivia Mathematican funktioita ovatmplify jaFullSimplify.

13. Talleta lausekéa+ b)10 jollekin nimelle ja kehit4 se. Jaa tulos tekijoihin, jolloin palataan
alkuperaiseen lausekkeeseen.

Vihje: Tarvittavat Mathematican funktiot ovakpand ja Factor. Naiden argumenttina oleva
lauseke voi olla joko hakasuluissa tai komento voidaan Kirjoittaa sen pesgémd [lauseke |
tailauseke //Expand.

14. Jaa tekijoihin kahden muuttujan polynomi
X2 + 22Xy — x3y2 — 2%y — 33y — 2y2 + xyP + 2y,

Kehita saamasi tulos, jolloin palataan alkuperéiseen lausekkeeseen.

Vihje: Tarvittavat Mathematican funktiot ovakpand ja Factor.
15. Tutki, mika lauseke on tekijana lausekkeesS8a- b" riippumatta eksponentin € N
arvosta. Missa tapauksessa lausekke®lka b" on vastaavanlainen tekija? Supista lausekkeet

alS-pls o alsipts
a b 1 i

Mitd sddnndnmukaisuutta tuloksen osoittajassa ja nimittdjassa on?

Vihje: Tekijoihin jako:Factor. Supistaminencancel. Kokeile luvullen erikseen eri arvoja.
(Miksi yleistd symbolian ei voida kayttaa?) Kokeilut voidaan laskea myds yhteen taulukkoon
kayttamalla komentoaable; tulostuksen saa hieman selkedmpaan muotoon kirjoittamalla ko-
mennon jalkeen /TableForm.

16. Lavenna murtolauseke
a+x

a+XxX—/X
siten, etta juuria ei esiinny nimittajassa.
Vihje: Murtolausekkeesta voi poimia osoittajan funktiallanerator ja nimittdjan lausekkeel-

laDenominator. Kokeile myos, mita tapahtuu, kun murtolausekkeeseen kohdistetaan peréakkain
funktiot Apart ja Simplify. Mitd nama periaatteessa tekevat?



17. Hajota seuraavat rationaalilausekket osamurtokehitelmiksi, joissa nimittgjat ovat ensim-
maista astetta tai ensimmaisen asteen polynomin potensseja:

X 2X+7
X2 +5x+6’ X34+ 3x2+3x+1°

Miten paastaan takaisin alkuperéiseen lausekkeeseen?
Vihje: Sopivia funktioita:Apart, Together, Simplify, Expand ...

18. Muodosta osamurtokehitelma lausekkeelle

4696— 11076¢+ 11290¢ — 62275 + 16875+ + 180 — 364x8 + 156¢" — 36x8 + 4x°
—1152+ 2496« — 2528¢2 + 16163 — 704x* + 208x5 — 40x6 + 4x’ '

Lisaa tdman jalkeen lausekkeen nimittdjaan 1 ja muodosta osamurtokehitelmé uudelleen. Miksi
toisessa tapauksessa onnistutaan, toisessa ei?

Vihje: Sopivia funktioita:Apart, Numerator, Denominator. My®s hiirté ja paletteja voi hyo-
dyntaa.

19. Tutki, tarkoittaako Mathematican merkintdx “x samaa kuin(x"x) “x vai samaa kuin
x" (x"x) . Sievennd, derivoi ja integroi kumpikin vaihtoehto.

Vihje: Yksinkertainen sievennyskomergomplify ei auta, koska Mathematica varautuu mah-
dollisuuteen, etta muuttujat ovat kompleksisia, jolloin tavanomaiset laskusaannot eivat rajoituk-
sitta olekaan voimassa. Kokeile tdman johdosta seuraavia sievennyskaskyjéify[. ..,

x>0] jaPowerExpand. Katso naiden komentojen tarkempaa selitystd Mathematican dokumen-
taatiosta.

20. Talleta Iausekc—:‘xz)_(k—y2 jollekin nimelle ja laske sen arvo, kun &)= 2,y=3, b)x =

—5, y =1t Laske seka tarkka arvo, ettd 50-desimaalinen likiarvo. Ovatko desimaaliesitykset
jaksollisia?

Vihje: Kayta arvojen sijoittamisessa korvausoperaattorieli Replaceall). Likiarvojen las-
keminen funktiollay.

21. Mathematicassa on kaksi operaattoria, joilla muuttujalle annetaan arvo: j@toset)
tai : = (eli SetDelayed). Yrita selvittda naiden ero antamalla syotteet

a=Random|[Integer, {1,100}]
Table[a, {10}]
b:=Random[Integer, {1,100}]
Table[b, {10}]

Vihje: Delay = viivastaa. Katso myds Mathematican dokumentaatiota. Fuktieom generoi
satunnaislukuja; sen argumenteilla voidaan antaa lukujen tyyppi ja vali, jolta luvut otetaan.



22. Kaksi matkapuhelinmastoa nakyy paikkaan, jonka etaisyys toisesta mastosta on 5,27 km
ja toisesta 3,16 km. Tahtayssuunnat mastoihin muodosta¢&078uuruisen kulman. Kuin-

ka etdalla mastot ovat toisistaan? Etaisyydet mitataan vaakasuorasti, eikd maaston mahdollisia
korkeuseroja oteta huomioon.

Vihje: Trigonometristen funktioiden argumentit ilmoitetaan Mathematicassa radiaaneissa. Ra-
diaanien ja asteiden valinen muunnoskerroin on valmiina nimeligee (katso dokumentaa-
tiota), mutta kertoimen voi tietenkin muodostaa itsekin. Muista: Funktioiden nimet kirjoitetaan
isolla alkukirjaimella, argumentit annetaan hakasuluissa.

23. Tutki lausekkeiden

a) \/(x—2)?

b) sin(5x)

c) sin(x+y)

d) exp(ix) + exp(—ix)
e) cogarccox)

f) arccogcosx)

g) expInx)
h) In(expx)

sieventamista. Mitd naista pitaisi tulla? Mita Mathematica antaa ja milla komennolla? Mita
symbolisen ohjelman itse asiassa pitdisi antaa vastaukseksi, kun muutteijade millaan
tavoin rajoitettu?

Vihje: Mathematicalla on useita erilaisixpand- ja Simplify-tyyppisia komentoja. Muista:
Funktioiden nimet kirjoitetaan isolla alkukirjaimella, joskus isoja kirjaimia voi olla muuallakin:
ArcCos. Argumentit annetaan hakasuluissa. Imaginaariyksikkd.on

24. Muokkaa muotoa simx), cognx), sinx, cog'x olevia trigonometrisia lausekkeita erilai-
siin muotoihin, kum on jokin luonnollinen luku (ei symboli).

Vihje: Kayta funktioita TrigFactor, TrigExpand, TrigReduce, ExpToTrig, TrigToExp.
Muista: Funktioiden nimet kirjoitetaan isolla alkukirjaimella, argumentit annetaan hakasuluis-
sa.

25. sievenna T3ebysevin polynomin laus@kéx) = cognarccox), n € N, muotoon, josta
ilmenee, millainen polynomi on kyseessa. Mika on polynomin asteluku?

Vihje: Anna symbolillen numeerisia arvoja. Funktioiden nimet ovats ja ArcCos.

26. Astettan olevan polynomin nollakohdat olko&t, o, . . ., X,. M&éaritéa polynomien kertoi-
mien lausekkeet nollakohtien funktioina tapauksissa2,3,4,5. Miten polynomin kertoimet
riippuvat nollakohdista?



Vihje: Polynomi voidaan nollakohtien avulla kirjoittaa tulomuotoon
(X—X1)(X—=X2) ... (X—Xn).

Hyodyllisia funktioita ovat mm.Product, Collect, Coefficient, CoefficientList.
Jos listassa on pitkia alkioita, sen voi tulostaa selkedmp&an muotoon kirjoittamalla per&an
//TableForm.

27. Yhtalot
X = cosu(a-+bcosv), y = sinu(a+ bcosv), z= bsinv

esittavat erdsta pintagmyrarengasteeli torusta parametrimuodossa. Etsi torukselle muotoa
F(x,y,2z) = 0 oleva yhtél6 eliminoimalla eo. yhtéloista parameirja v.

Vihje: Eliminointi voidaan tehda funktiollaliminate; ks. kayttoohjeet Mathematican doku-
mentaatiosta. Se toimii kuitenkin parhaiten polynomeihin sovellettuna ja trigonometristen funk-
tioiden tapauksessa ei kovin yksinkertaisiin lausekkeisiin paasta. Vaikeudet voidaan valttaa seu-
raavasti: Eliminoitaviksi muuttujiksi otetaan parametriefa v sijasta niiden sinit ja kosinit,

ts. tehddén eo. yhtaloihin sijoitusin[u]->ul, Cos[u]l->u2, Sin[v]->vl, Cos[v]->V2.

Uusien muuttujien valilla ovat voimassa yhtalgt"2 + u2"2 == 1javl"2 + v2°2 == 1,

jolloin on kaikkiaan viisi yhtal64, joista on eliminoitava nelji muuttujaa.

28. Yhtalo
XY+ 2 2R+ 222 1 2P — 10X — 102 + 622 +9=0

esittda erasté kolmiulotteisen avaruuden pingyaajrarengastali torusta Jos pintaa leikataan
tasollaz= 0 tai tasollax = 0, saadaan leikkauskayraksi kaksi ympyrad. Maarita naiden yhtalot.

Vihje: Muodosta leikkauskayrien yhtalot sijoittamalla vuorollaan arstO jaz= 0 annettuun
yhtéaloon. Jaa yhtéalon vasen puoli tekijoihin! (Mahdollista tarvetta varten: Jos yht&alon nimena
onyht, niin yht [[1]] on sen vasen janht [ [2]] oikea puoli.)

Yhtalot

29. Ratkaise yhtaléiden

a) 168& =195

b) x> —2x—4=0

c) XX—x2+x-21=0

d) (a—b)x®+ax+b=0

kaikki juuret. Sijoita juuret takaisin yhtaloihin ja tutki, toteutuvatko yhtalot.

Vihje: Talleta ensin yhtalo jollekin nimelle. Yhtaloissa kaytetaan yhtalaisyysmerkkina
Yhtalon ratkaiseminersolve-funktiolla tuottaa ratkaisut ns. korvaussdantbjen muodossa.



Naiden avulla voidaan saadut juuret helposti sijoittaa mihin tahansa lausekkeeseen, esimer-
kiksi yhtaloon:yhtalo /.korvaus . Tassé&/. on lyhennemerkintd Mathematican funktiolle
ReplaceAll.

30. Etsi yhtalénx® — 2x — 5 = 0 kaikki juuret. Etsi seké tarkat arvot etté likiarvot ja sijoita
kummatkin takaisin yhtal6on. Toteutuuko yhtal6?

Vihje: Likiarvot voidaan laskea joko tarkkojen arvojen likiarvoina funktiollei suoraan kayt-
tamalla funktiotavsolve. Juurten sijoittaminen yhtalodghtalo /.korvaus , missa/. on
lyhennemerkintd Mathematican funktioleplaceall.

31. Etsi yhtalonx” — 2x— 5 = 0 kaikki juuret. Sijoita jonkin juuren kaksi-, kolmi- ja nelidesi-
maaliset likiarvot alkuperéaiseen yhtaloon ja tutki, mill&a tarkkuudella se toteutuu. Onko juurille
mahdollista I6ytaa tarkat arvot? Kuinka monta reaalista juurta yhtalolla on? Voidaanko yhtalén
toteutumisen tarkkuudesta paatelld juuren likiarvon tarkkuus?

Vihje: Mathematican versiosta riippuen juurten tarkat arvot saatetaan esittaa hieman erikoisessa
muodossa&oot-funktion avulla. TAma itse asiassa ilmoittaa vain, etta kyseessé on juuri tAman
polynomin juuri!

32. Muodosta toisen asteen yhtéloén yleiset ratkaisukaavat ratkaisemalla giRtajx +
c = 0. Laskex? + X1z + X3, misséx; ja x, ovat saadut juuret. Tarkastele esimerkkind yhtaloa
2x? 4+ 3x+4=0.

Vihje: Suorita laskut siten, ettéd et joudu kasin syottdmaan uudelleen jo laskettuja tuloksia.
Kayta korvausoperaattorieplaceall eli /. sopivalla tavalla. Esimerkkiyhtalon juuret ovat
kompleksilukuja, mutta juurista muodostettu lauseke on yksinkertainen reaalinen murtoluku.

33. Johdasolve-funktiota kayttden toisen ja kolmannen asteen yhtélon yleiset ratkaisukaa-
vat. Ratkaise néiden avulla yhtalotxfs+ 2x+ 12 = 0 jax® — 2x— 5 = 0 sijoittamalla kertoi-

mien arvot ratkaisukaavaan. Syntyyko toisen asteen tapauksessa tutut ratkaisukaavat? Antaako
kertoimien sijoittaminen ratkaisukaavaan samat juuret kuin yhtalon ratkaiseminen suoraan?

Vihje: Yleiset ratkaisukaavat saadaan ratkaisenallare-funktiolla yhtalot, joissa kertoimet
ovat symboleja.

34. Ratkaise yhtaléd + 1 = 0 sijoittamalla kertoimien arvot kolmannen asteen yht&lén ylei-
seen ratkaisukaavaan. Antaako kertoimien sijoittaminen ratkaisukaavaan samat juuret kuin yh-
talon ratkaiseminen suoraan?

Vihje: Kolmannen asteen yhtélon yleinen ratkaisukaava on sangen mutkikas eika kaikissa ta-
pauksissa anna ongelmitta oikeaa ratkaisua. Ratkaistaessa yhtélo suoraan saatetaan tarvita funk-
tiota ComplexExpand saatujen juurten sieventamiseen.

35. Etsi yhtalénx* — 2x3 + 2x2 — 6x — 3 = 0 juuret. Jaa yhtalén vasempana puolena oleva
polynomi néiden avulla mahdollisimman alhaista astetta oleviin reaalisiin tekijoihin. Onko tulos
sama kuirfactor-funktion antama?



Vihje: solve-funktion antamasta korvauslistasta voidaan poiksakorvaussaanto joko hiiren
avulla tai asettamalla listan nimen perdan indeksi kaksinkertaisiin hakasulkuihin, esimerkiksi
ratk[[k]]. Tulos voidaan saada my@sactor-funktiolla, mutta siina tarvitaan lisaoptio; ks.
Mathematican dokumentaatiota.

36. Ratkaise yhtal&’ 4+ 1 = 0. Esita juuret muodossa= x+ iy ja tutki, miten kaukana
origosta juuret sijaitsevat kompleksitasossa. Mitka ovat juurten napakulmat?

Vihje: Sievenna juurten lausekkeetmplexExpand-funktiolla. Kompleksiluvun itseisarvo saa-
daan funktiollanbs.

37. Ratkaise kompleksinen yhta — iz2 + 2iz+ (8 — 4i) = 0.

Vihje: Imaginaariyksikkoé onr. Se voidaan my@s valita paletista, jolloin symboli on hieman
erindkdinen.

38. Tutki eri tapoja ratkaista itseisarvoyhtds— 1| + [x — 3| = 3 Mathematicalla.

Vihje: Itseisarvofunktio oribs. Yhtaloon voidaan suoraan soveltaa yhtaldiden ratkaisemisessa
kaytettavia komentoja itseisarvolausekkeita ensin purkamatta. Piirra myds kuvio.

39. Ratkaise yhtald3x + 1| + |2x— 3| = ax+ |5x — 7| kayttaen funktiotasolve; a on jokin
reaalinen vakio. Kokeile, toteuttavatko saadut juuret yhtalén.

Vihje: Voi olla hyddyksi tutkia yhtalon toteutumista antamadtdie sopivia arvoja. Itseisarvo-
funktio onAbs.

40. Ratkaise lineaarinen yhtaléryhma

X—-2y=1,
4x+5y = 2.

Vihje: solve-funktion ensimméaisena argumenttina voi olla usean yhtalén muodostama lista ja
toisena usean tuntemattoman muodostama lista.

41. Rratkaise yhtaloryhmat

(x+2y+3z=11
a) | 4x+5y+6z=13
| 7x+8y+10z= 17

(x+2y+3z=1
b) ¢ 4x+5y+6z=13
| 7X+8y+9z=17
(x+2y+3z=1

C) { 4x+5y+6z=13
| 7X+8y+9z=15




Montako ratkaisua yhtaloryhmilla on?

Vihje: Ryhman rakennetta voi myds tutkia tarkemmin eliminoimalla esimerkiksi tuntematto-
manx kahdesta ensimmaisesta ja vastaavasti kahdesta jalkimmaisesta yhtaldsta. Talléin on apua
Mathematican funktiostal iminate.

42. Ratkaise yhtalépari
{2x2+3y2—xy: 10

ax—y=>5
Milla vakion a arvoilla yhtal6parilla on reaalisia ratkaisuja?

Vihje: Ratkaise ensin yhtélopari ja poimi hiirella ratkaisusta ehto luvalllEpayhtaléita voi-
daan ratkaista myos funktiollmequalitySolve, joka on ensin ladattava:
Needs["Algebra‘InequalitySolve'"]. Huomaa 'vaarinpain’ olevat lainausmerkit!

43. Ratkaise kayrien

16x% 4 9y? 4 24xy— 170+ 310y — 465=0 ja
52 4 8y + 4xy — 32x — 56y + 80 = 0.

leikkauspisteiden koordinaatit. Vertaa tulosta kayrien kuvaajiin.

Vihje: Kumpi on jarkevampaa: Hakea leikkauspisteiden koordinaateille tarkat arvot vai
likiarvot? Kuvaajat voidaan piirtdd funktiollamplicitPlot. Tama on ladattava ensin:
Needs ["Graphics‘ImplicitPlot *"]. Huomaa 'vaarinpain’ olevat lainausmerkit!

44, Ratkaise yhtalo 16 + 1) = v/X+ 1.

Vihje: Piirra kuvio ja selvita sen avulla yhtalon juurten lukumaara. Voidaanko juurille l6ytaa
tarkat arvot? Mita yhtalonratkaisufunktioistalve, NSolve, FindRoot voidaan kayttaa? Mik-
si? Luonnollinen logaritmi on.og.

45. Ratkaise yhtal@ * — sinx = 0. Piirra tata varten funktioidep= e * jay = sinx kuvaajat
samaan kuvioon. M&érita kolmen pienimman juuren likiarvot. Montako juurta yhtalélla on?
Mit& voidaan sanoa naiden ratkaisemisesta a) algebrallisesti, b) numeerisesti?

Vihje: Funktiotasolve tai edesNsolve ei voida kayttdd, koska kyseessa on transkendenttiyh-
talo. Iteratiiviseen numeeriseen ratkaisemiseen (Newtonin menetelman tapaan) on kaytettavissa
funktio FindRoot.

46. Etsi yhtaléparire* + siny = 0, xX® — xy+y® = 4 juuret numeerisesti.

Vihje: Funktioita Solve ja NSolve ei voida kayttdd, koska ne ratkaisevat vain algebrallisia
yhtaloita. Transkendenttinen yhtald tai yhtaloryhma voidaan ratkaista funkfioharoot,

joka kayttdd yksi- tai useampiulotteista Newtonin menetelmé&é. Sopivien alkuarvojen 16y-
tamiseksi kayrat on syytad piirtdd. Talloin voidaan kayttaa funktiotalicitPlot, jo-

ka ei kuitenkaan ole Mathematican perusfunktioita ja on sen johdosta erikseen ladattava:
Needs["Graphics ‘ImplicitPlot *"]. Huomaa 'vaarinpain’ olevat lainausmerkit!



4'7. Osa tien kaarteesta on ympyran kaari, joka kartalla kulyeleoordinaatiston pisteiden
(28,98), (70,112) ja (126,84) kautta. Kuinka suuri on taman ympyran sade, kun yksikko kar-
talla vastaa 25:ta4 metria luonnossa?

Vihje: Ratkaise kolmen algebrallisen yhtalon ryhmé. Muodosta taté varten ensin ympyran yh-
talo, jossa sade ja keskipisteen koordinaatit ovat tuntemattomia, ja sijoita siihen annetut arvot.

48. Maarita ympyroiden? +y2 — 4x— 6y+10= 0 jax2+y?+ 2x— 2y — 3= 0 leikkauspisteet,
laske niiden etéisyydet origosta ja niiden keskindinen etaisyys.

Vihje: Kayta solve-komennon tuottamia korvaussaanttja mahdollisimman tehokkaasti. Etai-
syydet voi ehka helpoimmin laskea vektoreiden pituuksina.

49. Kolmen pallon keskipisteet ja sateet ovatl, 1), 3; (1,2,3),2; (3,2,4), 4. Maarita
pallojen yhteiset pisteet.

Vihje: Kayta funktiotasolve usean algebrallisen yhtdlon muodostaman ryhmén ratkaisemi-
seen.

50. Kolmannen asteen polynomillax) on kaksinkertainen nollakohta= 2 ja p(3) = 15,
p'(1) = 0. Maaritap(x).

Vihje: Muodosta polynomille lauseke tuntemattomin kertoimin ja johda kertoimille yhtaléryh-
ma ehtojen perusteella.

51. Maarita vakioa siten, etta yhtalom® — a2 + 2x+ 1 = 0 juurten nelididen summa on 1.
Mitk&a ovat vastaavien juurten likiarvot?

Vihje: a on yksinkertainen murtoluku; kaksi juurista on kompleksisia. Tehtdvan voi laskea
monella tavalla. Tutki, mitd antavat seuraavantyyppiset syotieetot= x"2/.Solve[...],
Apply[Plus,neliot].

Grafiikka

52. Piirra funktion f (X) = sin &+ sin X kuvaaja.

Vihje: Tarkastele riittavan pitkaa valia. Muista merkinngitn [8 x] etc.

53. Tsebysevin polynomit maaritellaan valilla 1, 1) lausekkeella
Tn(X) = cognarccox).

Piirréa polynomienT,, n=1,2,3,4,5, kuvaajat samaan kuvioon.

Vihje: Funktioiden nimet ovatos ja ArcCos. Yhden kuvaajan piirtdminen tapahtuu komennol-
larPlot. Useita kuvioita voidaan yhdistaa samaan kuvaan komengialla jonka argumenteik-

si kirjoitetaan ne tulosteet, jotka kuvaan halutaan. Esimerkikasiiittaa tulosteeseetut [k ];
tulosteille voidaan antaa myos nimet kirjoittamalla esimerkiksial = Plot ...



54. piirra sini- ja kosinifunktioiden kuvaajat muotoa

Plot[{Sin[x], Cos[x]}, {x, -Pi, Pi},
PlotStyle -> {Dashing[{0.1, 0.05}],
{RGBColor[0.9, 0.3, 0.4], Thickness[0.05]}}

olevalla kaskylla. Selvitéa kokeilemalla, mitd ot St y1e-maarittelyssa olevat parametrit vaikut-
tavat kuvioon.

Vihje: Parametrien merkitysta voi tutkia myds Mathematican dokumentaatiosta.

55. Piirra funtion f(x,y) = x® — 2y2 — 5x kuvaaja.

Vihje: Tarvittava funktio onP1ot3D. Tutki piirtoalueen vaikutusta kuvaajan muotoon ja mi-
ten siihen voidaan vaikuttaalot3D-funktion optioilla (katso dokumentaatiota tai kirjoita
??P1lot3D).

56. Piirra funtionf (x,y) = arctarfy/x) kuvaaja. Miten funktio kayttaytyy origon ymparistos-
sa? Miten funktion voi luonnehtia geometrisesti? Onko funktio jatkuva?

Vihje: Funktionnimi onArcTan. Tarvittava piirtokomento oR1ot3D. Piirtotiheytta voi saataa
optiollaPlotPoints. Muitakin optioita on; katso dokumentaatiota tai kokeibke 10t 3D.

57. piirra kahden muuttujan funktiof(x,y) = log, x kuvaaja.

Vihje: Mieti ensin, millé arvoilla(x,y) funktio on maaritelty.

58. Piirra kahden muuttujan funktion

X
f(x,y) Y

T y?
kuvaaja. Tutki erityisesti funktion kayttaytymista origon ymparistossa.

Vihje: Saada piirtotiheys sopivaksi, niin ettd saat kauniin kuvaritPoints -> {ng, N2}
asettaa eri muuttujien suunnissa eri maaréat jakopisteitd. Onko funktio jatkuva origossa?
59. Ppiirra kuva parametrimuodossa annetusta kayrasta

x=cospt, y=sinqt, te[0,2rm],

missap ja q ovat numeerisia kertoimia.

Vihje: Piirtokomento orparametricPlot. Piirtotiheytta voidaan saataa optiolaotPoints.

60. Piirra kuva parametrimuodossa annetusta kolmiulotteisen avaruuden kayrasta

x= (5+cos2%)cosi, y= (5+co0s2%)sing, z=sin2%, te[0,2m.

Vihje: Piirtokomento orparametricPlot3D. Piirtotiheytté voidaan saataa optiolaotPoints.



61. Piirrakuva parametrimuodossa annetusta kolmiulotteisen avaruuden kayrasta
Xx=(2m—t)cos§, y= (2n—t)sing, z=t, te[0,2m.

Muunna parametriesitysta siten, etta saadaan pallopinnalla sijaitseva spiraali.

Vihje: Piirtokomento orparametricPlot3D. Piirtotiheyttd voidaan saataa optiolaotPoints.
Pallopinta: Jos korkeuskoordinaatti gmiin mik& on pisteen etéisyys z-akselista?

62. Piirra alueessa-25 < x < 25, -5 < y < 5 kuva kayrastéax = y°> —5y2 +y+ 3
ParametricPlot-funktiolla.

Vihje: Valitse parametriksy.

63. Piirra kuva parametrimuodossa annetusta ruuvipinnasta:
x=u(1 V)cosv =u(l V)sinv z= 1(v u), uel0,3], ve 0,8
- 8T[ I y_ 8T[ ) - 5 ) ) ) ) .

Vihje: Piirtokomento orparametricPlot3D. Saada piirtotineys sopivaksi, niin etta saat kau-
niin kuvan:PlotPoints -> {N1, Ny} asettaa eri parametrien suunnissa eri maarat jakopisteita.

64. Tutki, millaista pintaa esittda parametriesitys

X = cosu(a+ bcosv), y = sinu(a+bcosv), z=bsinv, ue [0,2r, ve [0,2rT.
Anna piirtdmista varten vakioillaja b erilaisia (positiivisia) arvoja ja yrita paasta selville niiden
merkityksesta. Tutki myds, mita vaikuttaa optisading->False grafikkakomennossa.

Vihje: Tutki aluksi tapausta, missib = 2, mutta tarkastele myos tapauksia, missa suhde on
1 tai< 1. Pinnasta saa paremman kasityksen piirtamalla siita vain sopivan osan, ts. rajoittamalla
parametrieru ja v vaihteluvalia.

65. Yhtals

X4y + 2+ 2P 4+ 2P + 222 — 108 — 10y + 62 +9=0
esittda erasta kolmiulotteisen avaruuden pinyaayrarengastaeli torusta Leikkaa pintaa ta-
soillaz = vakio jax = vakio ja piirra leikkauskayrat.

Vihje: Kayta funktiotaimplicitPlot, joka on ensin ladattava:
Needs["Graphics‘ImplicitPlot *"]. Huomaa 'vaarinpain’ olevat lainausmerkit! Millaisia
kvalitatiivisesti erilaisia leikkauskayria syntyy?

66. Piirra origon ymparistossa kuva kayragtar y? + xy = x3 — x.
Vihje: Kayta funktiotalmplicitPlot. TAma on erikseen ladattava:

Needs ["Graphics‘ImplicitPlot *"]. Huomaa 'vaarinpain’ olevat lainausmerkit!

67. Tutki, mitka Xy-tason pisteet toteuttavat yhtalon Jag= log, y. Piirra kuvio.



Vihje: Logaritmifunktio onLog. Kayta funktiotaimplicitPlot. TAma on erikseen ladattava:
Needs ["Graphics‘ImplicitPlot *"]. Katso dokumentaatiota. Mieti, mika on sopiva piirtoa-
lue.

68. Tutki funktion f(x,y) = y* kayttaytymista origon ymparistossa alueegsa0, y > O:
piirrd kuvaaja (pinta), piirra pinnan korkeuskayria, laske funktion arvoja. Mit& arvoja funktio
saa origoa lahestyttaessa?

Vihje: Tarvittavia funktioitaP1ot 3D, ContourPlot. JAlkimmaiselle voidaan antaa optiona kor-
keuskayrien korkeudet muodossantours->{. ..}, missa korkeudet luetellaan listassa; katso
myds dokumentaatiota.

69. Piirra origon ymparistossa kuva pinnagéa+ y3 + 22 — x2yz— xy?z— xyZ — 1 = 0.

Vihje: Kayta funktiotacontourPlot3D. Tama on erikseen ladattava:

Needs ["Graphics ‘ContourPlot3D"]. Katso dokumentaatiosta kayttbohjeet. Optiolle
PlotPoints on hyvéa antaa hieman oletusta suurempi arvo, esimerkiksi}; liian suuri hi-
dastaa laskentaa melkoisesti.

Funktiot

/0. Mathematica tuntee ngammafunktior (x) nimelldGamma. Piirrd tAmén ja sen derivaa-
tan kuvaajat. Mitd arvoja funktio saa positiivisilla kokonaislukuarvoilla?

Vihje: Skaalaa graafinen esitys siten, ettd kuvaajien luonne tulee selke&sti nakyviin. Funktion
arvot positiivisilla kokonaislukuarvoilla voidaan ilmaista yksinkertaisesti. Miten?

. . . 4 . .
1. Maarittele Mathematicalle funktié(x) = xy/1+ 2~ Laske funktion arvo pisteissé=

—1, 0, 1. Piirra kuvaaja. Mika funktion raja-arvo origossa? Onko tama olemassa? Onko funktio
jatkuva?

Vihje: Funktion maarittelyssa voidaan tassa tapauksessa kayttaa yhta hyvin nradedkigerk-
kia :=. Raja-arvo voidaan laskea myos funktiallanit; katso ohjeet dokumentaatiosta ja ko-
keile.

2. Piirra funktion log 2 kuvaaja ja laske sen derivaatta. Voidaanko funktio lausua luonnol-
lisen logaritmin avulla?

Vihje: Mathematican funktia.og on luonnollinen logaritmi. logx merkitddnLog [k, x]. Ks.
my6s dokumentaatiota.

/3. Mathematicassa on kaksi operaattoria, joita voidaan kayttaa funktioiden maarittelyssa: jo-
ko = (eli set) tai : = (eli SetDelayed). Yrita selvittaa naiden ero maarittelemalla kaksi funktiota
seuraavasti:



flx_,n_]= Expand[x”n]
glx_,n_]:= Expand[x”"n]

Laske tdméan jalkeef[a+b, 5] jagla+tb, 5].

Vihje: Delay = viivastaa. Katso myds Mathematican dokumentaatiota. Huomaaxettéd ei
kehita (ei voi kehittdd) lauseketta, jonka eksponentti on symboli: Kokeédeb, n].

4. Maarittele Mathematicalle funktio

Laske taulukko sen arvoista valille, 5] askelena (. Piirra funktion derivaatan kuvaaja. Muo-
dosta integraalifunktio ja piirrd sen kuvaaja. Laske funktion integraali yli reaaliakselin. Katso,
mita antaa komenter.

Vihje: Funktio voidaan méaaritella kahdella tavalla: antamalla muétea ] : = ... oleva maarit-
tely tai kayttamalla funktiot@unction. Kokeile molempia. Taulukko muodostetaan funktiolla
Table, derivaatta saadaan esimerkiksi kirjoittamaitalx]. Integroinnissa tarvittava &aaretto-
myys onInfinity; se voidaan myds valita paletista.

75. Maarittele Mathematicalle funktio

ja laske sen arvot pisteisgé= 11/2, x = 1 jax = 0. M&arittele tamén jalkeen funktio origossa
siten, etta siita tulee jatkuva. Laske uudelleen sen arvo origossa. Piirra funktion kuvaaja ja ko-
keile, miten Mathematica tulkitsee syottegn x]. Mitd on £’ [0] ? Katso, mitd antaa komento

?f.

Vihje: Funktio voidaan maaritelld kahdella tavalla: antamalla muétea] :=... oleva maarit-
tely tai kayttamalla funktiotaunction. Edellista tapaa kaytettaessa voidaan lisaksi maaritella
erikseen arvo yksittaisissa pisteisséo]=....

/6. Maarittele Mathematicalle funktio, jonka kuvaaja vali[ﬂi%] yhdistaa pisteet0,0) ja
(3,2) seka valilla[3, 1] pisteet(3,2) ja (1,0). Muualla funktio on= 0. Piirra funktion kuvaaja.

Vihje: Funktion paloittaisessa maarittelyssa kaytetaan symbglieajoittamaan maarittely-
aluetta, esimerkiksi [x_/;x > -1 && x < 1]:=....

(. Maarittele Mathematicalle seuraava funktio ja piirrd sen kuvaaja:

arcoshi—x), josx < —1,
f(X) =< V1-x2 jos—1<x<1,
arcostx, josx> 1.

Katso, mitd antaa komentt. Onko funktio jatkuva? Enté& derivoituva? Osaako Mathematica
laskea sen derivaatan?



Vihje: Huomaa: Hyperbolisen kosinin k&&nteisfunktio (padhaara) arcosh on Mathematicassa
(virheellisesti)arcCosh. Funktion paloittaisessa méaarittelyssa kaytetaan symbeliajoitta-
maan maarittelyaluetta, esimerkiksix_/;x > -1 && x < 1]:=....

78. Maarittele coénx) kahden muuttujax ja n funktiona. Piirrd taté kayttéden funktioiden
COsX, COS X ja cos 4« kuvaajat samaan kuvioon.

Vihje: Helpointa on piirtdd kukin kuvaaja erikseen ja yhdistaa kusiot.-komennolla yhdeksi
kuvioksi. Kuvion voi piirtaa myo6s yhdellalot-komennolla.

79. Madrittele Mathematicalle kahden muuttujan funktio, jonka kuvaaja véﬂ]jl%] yhdis-

taa pisteef0,0) ja (4, 2n) seka valilla -, 1] pisteet(s-, 2n) ja (1,0). Muualla funktio on= 0.
Piirréa funktion kuvaaja.

Vihje: Funktion paloittaisessa maarittelyssa tarvittavat ehdot voidaan sijoittaa my6s méaarittele-
van lausekkeen jalkeen, esimerkiksix_, _n]:=4 n"2 x/;x >= 0 && x <= 1/(2 n).

80. Laske derivoimalla yhdistetyn funktiol{g(x)) ensimmaéinen, toinen ja kolmas derivaatta.

Vihje: Yhdistettya funktiota voidaan kasitella suoraan muodassdx] ]. Saisitko samat tu-
lokset laskemalla k&sin?

81. Josg on funktion f kaanteisfunktio, on kaikilla arvoilla voimassaf (g(x)) = x. Deri-
voi tata yhtalod kahdesti ja ratkaise tuloksista lausekkeet funktiensimmaiselle ja toiselle
derivaatalle lausuttuina funktiohderivaattojen ja funktioig arvong(x) avulla.

Vihje: Derivointi voidaan suoran kohdistaa yhtaloéan:f [g[x]]==x, x]. Tulokset:g'(x) =

e, g (X) = —M. Saatko samat tulokset laskemalla k&sin?

(9(x)) f"(9(x))

82. Mmaarittele Mathematicalle funktio

f(x):/ol|x—t]dt.

Piirrd taman maaritelmén perusteella funktion ja sen derivaatan kuvaajat.

Vihje: Piirtdmisen onnistuminen saattaa riippua Mathematican versiosta. Itseisarvofunktio
(2bs) integraalin sisalla on ongelmallinen. Turvallisinta on maaritella funktio itseisarvolausek-
keen merkkien mukaan kolmessa osassa. Tutki, osaako Mathematica derivoida paloittain
maariteltya funktiota!

83. Ratkaise toisen astear +2x+1=0 yhtalo ja méaarittele funktiot, jotka esittavat yhtalon
juuria kertoimena funktioina. Piirrd naiden funktioiden kuvaajat. Missa alueessa funktiot ovat
maariteltyja? Miten ne kayttaytyvat, kum— 0, jolloin yhtdldé muuttuu ensimmaisen asteen
yhtaloksi?

Vihje: Ratkaise yhtalolve-komennolla ja kdyta tulosta suoraan funktioiden maarittelyssa.
Funktionmaarittelyssa on syyta kayttadd merkkigika : =. (Miksi?)



84. Fibonaccin luvut madritellaan ehdoitlg = 1,81 = 1,8 = an_1+an2 (N=2,3,4,...).
Méaaérittele Mathematican funktio, joka laskee Fibonaccin lukuja antamalla ma&arittelyt1 ;
all]l=1; al[n_]:=a[n-1]+a[n-2] jalaske tdmé&n avulla Fibonaccin lu\aip ja ao. Muodosta
my0s taulukko, jossa on 20 ensimmaista lukua.

Vihje: Ennen Mathematican funkticnmaarittelyd anna komentemove [a], jolla poistetaan
mahdolliset aiemmat maarittelyt. Katso myds, mita komentonaarittelyn jalkeen antaa. Ky-
seessa on rekursiivinen funktiomaarittely. Taulukko voidaan muodostaa funktiolla. Miksi
taulukon laskeminen kestaa?

85. Funktio f : N — N méaaritellaan ehdoilla

f(n)=n—-5, kunn> 10,
f(n)=f(f(n+6)), kunl<n<10

Tutki, mité arvoja funktio saa.

Vihje: Funktion arvot voidaan laskea taulukkodible-funktiolla. Miten laskisit k&sin arvon
f(1)?

86. Olkoot A ja B aarellisen monen alkion joukkoja. Joukogsan m alkiota ja joukoss#
onn alkiota. OlkoonS(m, n) surjektioidenA — B lukumaaréa. Talle patee

Sm1)=1,
n-1 n
,n) =n"— k), n=23,....
S(mn)=n kzl(k>5(m) n

Muodosta surjektioiden maaran osoittava taulukko, kuhirh < 5, 1 < n < 5. Onko itsestaan
selvaa, mitka taulukon alkiot ovat 0? Miksi? Mita lukuja ovat taulukon lavistgjaalkiot? Osaat-
ko paatella kaavojen patevyyden?

Vihje: SurjektioA — B on funktio, jossa jokainen maalijoukdhalkio on jonkin alkion kuva.
Summa voidaan muodostaa funktioffam, binomikerroin orBinomial. Taulukon (kaksinker-
taisen listan) voi muodostaable-komennolla ja sen saa ndkymaan kaksiulotteisena kirjoitta-
malla perdan /TableForm.

87. Mathematicalle voidaan madritella my06s monimutkaisempia funktioita funktioidenmaa-
rittelyfunktion Function avulla. M&arittele funktiof asettamalla

f = Function[x,FactorInteger[x][[1,1]]]

ja tutki, mitd se laskee, kun argumenttina on luonnollinen luku.

Vihje: Tutki erikseen, mit&actorInteger antaa. Indeksimerkint&[1,1]] poimii sen tulos-
tuksesta osan.



Differentiaali- ja integraalilaskenta

88. Derivoi funktiot X", X%, sirf*x + cogx. Integroi saamasi tulokset. Paadytaanko takaisin
samaan funktioon, josta lahdettiin?

Vihje: Huomaa merkintasin[x] "4 etc. Kahden lausekkeen samuutta voi tutkia tarkastele-
malla niiden erotusta. Taman vertaaminen nollaan on yleensa helpompaa kuin kahden moni-
mutkaisen lausekkeen vertaaminen toisiinsa. Toisena vaihtoehtona on tarkastella lausekkeiden
kuvaajia.

X2+ x+1

89. Laske funktionf (x) = 21

etta likiarvo pisteesséd= 5.
Vihje: Yrita suoriutua mahdollisimman vahilla Mathematican kaskyilla!

kahdeskymmenes derivaatta ja talle seka tarkka arvo

90. Muodosta funktion tar kertalukuja 12, ...,20 olevat derivaatat. Mik& on kertalukua 10
olevan derivaatan arvo origossa?

Vihje: Helpointa on muodostaa derivaatoista lista. Jos listan nimi€n senk:s alkio on

1st [ [k]]. Mathematica kayttaa trigonometrisia funktiosiakanttisec jakosekanttcsc. Naméa

maaritellaan yksinkertaisesti: sees ——, cscx = ——.
COSX sinx

91. Laske funktionf (x) = x?sin(1/x) derivaatta jokaisessa pisteessé R. Onko derivaat-
tafunktio jatkuva? Piirra sen kuvaaja.

Vihje: Funktio on derivoituva my6s origossa, mutta derivaatta on laskettava erotusosamaaran
raja-arvona (miksi?). Mathematicassa on valmiina funkiioi t.

92. Olkoot f ja g derivoituvia funktioita. Laske tulon ja yhdistetyn funktion derivaatat, so.
derivoi lausekkeef (x)g(x) ja f(g(x)).

Vihje: Poista ensin funktioille mahdollisesti aiemmin tehdyt maarittelytiove [, g]. M&a-
raamaton funktio voidaan ottaa kayttoon yksinkertaisesti kirjoittantalia .

93. Olkoon f, g ja h derivoituvia kahden muuttujan funktioita. Laske yhdistetyn funktion
f(a(x,y),h(x,y)) osittaisderivaatat. Ovatko saadut lausekkeet sitd, mité pitaisi?

Vihje: Maardamaton funktio voidaan ottaa kayttoon kirjoittamalia, y]. Jos olet aiemmin
kayttanyt samaa symbolia jossakin muussa merkityksessa, havita serensin: [£]. Deri-
vointioperaattori om riippumatta siitd, lasketaanko tavallisia vai osittaisderivaattoja.

94. vhtalox = y° 4y 4+ y+ 1 méarittelee funktiory(x), joka origossa saa arvonl. Laske
implisiittisella derivoinnillay’ (0).

Vihje: Sijoita yhtaloony:n paikalley(x) ja derivoi yhtalo.

. 1-xX . . -
95. Laske funktionf (X) = arctark+ arctanm derivaatta ja saata se mahdollisimman yk-
sinkertaiseen muotoon. Mita tasta voidaan paatella?



Vihje: arctan on MathematicasgacTan. Piirra myds kuvio.

: 1—cosx L . . I
96. Muodosta funktionf (x) = arctam/m ensimmainen ja toinen derivaatta. Piirré
naiden kuvaajat.

Vihje: arctan on MathematicasgacTan.

97. Integroi funktiox". Onko tulos oikein kaikillan? Onko samantekevaa, jos jollekin sym-
bolille ensin annetaan arvo ja sitten muokataan symbolin sisaltavaa lauseketta, tai jos ensin
muokataan lauseketta ja vasta sitten annetaan symbolille arvo?

Vihje: Kokeile: Integrate[x"n/.n->-1,x] == Integrate([x"n,x]/.n->-1. Sijoita my6s
muuttujallen jokin muu arvo. Miten selitat tulokset?

98. Etsi funktione™* integraalifunktio. Laske maaratyt integraalit

1 o
/ e dx ja / e dx
0 0

Maarita naille myos likiarvot. Mitéa saatu integraalifunktion lauseke tarkoittaa?

Vihje: Funktiolla Integrate lasketaan seké integraalifunktioita ettd maarattyja integraaleja.
Adrettomyys oninfinity; se voidaan myos valita paletista. Mathematica tuntee monia mui-
takin funktioita kuin ns. tavalliset alkeisfunktiot. Mitd ndméa oikeastaan ovat, ei aina ilmene
dokumentaatiosta, koska méaaritelmat eivat valttamatta ole yksinkertaisia.

99. Laske integraalit

1

Ovatko Mathematican antamat tulokset oikein? Miten ndma voisi tarkistaa? Millaista menetel-
maa pitaisi kasinlaskussa kayttaa?

Vihje: Symbolisissa ohjelmissa derivointi on yleenséa integrointia luotettavampaa. Tarkistus voi
siis tapahtua derivoimalla. Logaritmifunktio ang; ks. dokumentaatiota.

100. Laske integraali
2 cosX

o 13—-12 cosxdx

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Mik& itse asiassa on
integraalin arvo?

Vihje: Symbolinen integrointi tapahtuu funktiollategrate, numeerinen funktiolla

NIntegrate. Jalkimmaisessa sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelmaa,
jonka valintaan myds kayttaja voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation
Notes.



101. maarita funktion 1

fx) = 2+ sinx
integraalifunktio ja piirra sen kuvaaja. Onko tama jatkuva? Pitaisikd sen olla jatkuva? Las-
ke funktion integraali jaksof0, 217 yli a) integroimalla analyyttisesti komennolfategrate,
b) integroimalla numeerisesti komennallantegrate, ¢) muodostamalla ensin integraalifunk-
tio komennollaIintegrate ja sijoittamalla rajat tahan korvausoperaattoria kayttaen.

Vihje: Komennollaintegrate lasketaan seka integraalifunktio ettd méaaratty integraali. Nu-
meeriselle integroinnille (maaratyn integraalin laskemiseen) on komentoegrate. Kor-
vausoperaattori OReplaceall eli /. .

102. maarita funktionf (x) = x* — X3+ 11x2+ 7x— 10 nollakohdat, aariarvopisteet ja kaan-
nepisteet. Piirrd kuvaaja.

Vihje: Talleta aluksi funktion lauseke jollakin nimella, jotta siihen viittaaminen myéhemmin
on helppoa. Tarvittavia funktioital; Solve, NSolve. Arvojen sijoittaminen johonkin lausek-
keeseen tapahtuu korvausoperaattorilleeli Replaceall. Mikéli saadut numeeriset lausek-
keet nayttavat hankalilta, ne voi hahmottaa paremmin laskemalla likiarvot funktioltyos
funktiostachop saattaa olla iloa; ks. dokumentaatiota.

103. maarita funktionf (x) = 2x* — 123 4 7x2 4 41x— 3 reaaliset nollakohdat, &ariarvokoh-
dat ja dariarvot seka kaannepisteet.

Vihje: Piirra kuvio. Ovatko tarkat arvot |0ydettavissa?

104. Mmaarita funktionf (X) = arcsir(2xv/1—x2) suurin ja pienin arvo valilla—1, 1].

Vihje: arcsin on Mathematicas@acsin. Piirrd myos kuvio.

105. Laske funktion funktiorf (X) = 2¢* — 123+ 7x% + 41x — 3 kuvaajan ja x-akselin rajaa-
man alueen pinta-ala.

Vihje: Piirrd kuvio. Siirry tarvittaessa numeeriseen laskentaan.

106. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kayrétx® — 3 jay = Tre

Vihje: Siirry tarvittaessa numeeriseen laskentaan.

107. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kayfat x jax —y = 3.
Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.

108. Laske kayriery = x® — 3x jay = —x® + x rajoittaman kaksiosaisen alueen pinta-ala.

Vihje: Piirra kuvio. Maarita integroimisrajat. Varsinainen integrointi voidaan tehdad monella
eri tavalla: integroimalla symbolisesti tai numeerisesti, integroimalla funktioiden erotuksia tai
erotuksen itseisarvoa.



109. Kayray = sir?x, x € [0, 71, pyérahtaa x-akselin ympari. Laske syntyvan pyorahdyskap-
paleen tilavuus ja pinnan ala. Parametrisoi pinta ja piirra se.

Vihje: Valitse parametrisoinnissa toiseksi parametnksi toiseksi pyorahdyskulma. Piirtami-
nen funktiollaParametricPlot3D. Muista:Sin[x] "2 jne.

110. Paraabelity = —4x? 4+ 40x— 97 ja x-akselin rajoittama alue pyorahtaa y-akselin ympari.
Laske syntyvan kappaleen tilavuus.

Vihje: Kappaleen voi ajatella muodostuvan joko vaakasuorista tasoleikkauksista tai lieriopin-
noista, joiden akselina on y-akseli. Nama johtavat kahteen erilaiseen integraaliin, jotka luonnol-
lisestikin antavat saman tuloksen.

111. Laske sen py6rahdyskappaleen tilavuus, joka syntyy kayram® + 1, x-akselin seké
suorienx = 3 jay = 9 rajoittaman alueen pyotréhtaessa suoran3 ympari.

Vihje: Periaatteessa yksinkertainen integrointi, mutta tutki tarkoin, mita funktiota on integroi-
tava.

112. Puutarhuri vilielee tomaatteja, joiden muoto maaraytyy kardioidina(1+ cosp)
pyorahtamisesta x-akselin ympari. Piirra kardioidi. Laske tomaatin tilavuus. Tuntuuko saama-
si tilavuus uskottavalta? Anna vakioléejokin lukuarvo ja laske vastaava tilavuuden likiarvo.
Piirrd kuvio tomaatista.

Vihje: Valitse kardioidin parametrisoinnissa napakulggarametriksi, lausx ja y taman
avulla ja kayta funktioteparametricPlot. Tomaattipinnan parametrisoinnissa ota paramet-
reiksi napakulmad ja pyorahdyskulma x-akselin ympari. Piirtdminen tapahtuu funktiolla
ParametricPlot3D. Tilavuus saadaan periaatteessa integraalistadx, johon on tehtéva
sellaiset sijoitukset, etta muuttujaksi saadaan napakglma

113. Laske kardioidin = 1+ cosp kaarenpituus. Piirré kuvio. Miten saat kardioidin kuvan
oikeanmuotoiseksi? Tuntuuko saamasi pituus uskottavalta?

Vihje: Kaarenpituusintegraalffds= [ /X ()2 +Y (¢)2d¢.

114. piirra avaruuskayra

cos. sint.
rit) = Tl-l—TJ +arctartk,

kunt € [1,T]jaT = 100. M&arita kayran kaarenpituus ja tutki, onko silla raja-arvoa,lkuco.

Vihje: Kayra on luontevinta kirjoittaa vektoriksi = {Cos[t]/t,Sin[t]/t,ArcTan[t]} ja
laskea kaarenpituus integraaligta’(t)] dt.

115. Astia on karjellaan seisova avonainen ympyrakartio. Kartion pohjan sade on 6,6 cm ja
sivujana 11,0 cm. Astia on taynna vettd. Astiaan asetetaan pallo, joka sivuaa kartion vaippaa.
Maarita pallon s&de siten, ettd astiasta valuva vesimaara on mahdollisimman suuri.



Vihje: Laskusta tulee selkedmpi, jos se lasketaan symboleja kayttaen ja vasta lopuksi ase-
tetaan naille arvot. Arvojen sijoittamiseksi on luontevaa maaritella korvausséanté. o,
s->11.0, h->Sqrt[11.072-6.6"2]}, jolloin arvot voidaan helposti sijoittaa mihin tahansa
valitulokseenkin ja timan jalkeen jatkaa laskua symboleilla.

116. R-sateisen pallon ympari asetetaan mahdollisimman pieni nelibpohjainen suora pyra-
midi siten, ettéd pallo sivuaa pyramidin pohjaa ja sivutahkoja. Laske pallon tilavuuden suhde
pyramidin tilavuuteen.

Vihje: Lausu pyramidin tilavuus sopivan muuttujan avulla. Tata varten tarvitaan sopivien kol-
mioiden yhdenmuotoisuutta. Hydédynna Mathematican komentoja, jotta et joudu syottdmaan
k&sin aiempien laskujen tuloksia!

117. oOsoita, etta kayraly = e *sinx ja x-akselin alueessa > 0 rajoittamien alueiden
Ao, A1, Ay, ... pinta-alat muodostavat geometrisen jonon. Laske integfgadi > sinx| dx.

Vihje: Maarittele alueer\, pinta-ala funktioksia [n_] :=... ja sievenndyimplify,
FullSimplify) perékkaisten alojen suhteen lauseke. Funktiolia voi laskea myds aaretto-
man monen termin summia.

118. Suorakulmaisen kolmion kaikki karjet sijaitsevat paraabelita ax?. Suoran kulman
karkeen asetetaan paraabelin normaali. Osoita, ettd kolmion hypotenuusa leikkaa normaalin
samassa pisteessa riippumatta kolmion kahden muun kérjen sijainnista. Maarita leikkauspiste.

Vihje: Esimerkiksi: Laske leikkauspiste, kun suoran kulman kéarjen x-koordinadtjeaioisen
kateetin kulmakerroin ok.

119. Pallon muotoiseen nestesailioon, jonka sade on yksi metri, pumpataan nestettd nopeu-
della 10 litraa sekunnissa. Piirrd kuvaaja, joka esittda nestepinnan korkeutta sailiosséa ajan funk-
tiona. Kuinka kauan sailion tayttaminen kestaa? Piirréa nestepinnan korkeuden nousunopeuden
kuvaaja.

Vihje: Ratkaise nestepinnan korkeus nestetilavuuden funktiona ja valitse saaduista ratkaisuista
oikea. Lauseke on hankala, mutta Mathematica pystyy kuitenkin kasittelemaan sita.

120. Muodosta kuusi satunnaislukua, jotka ovat peraisin vdlieh —3], [—2,-1], [1,2],

[3,5], [-0.5,0.5] ja [1,2] tasaisesta jakaumasta. Naista nelja ensimmaista olkoot neljannen as-
teen polynomin nollakohdat, kaksi viimeista maarittavat pisteen, jonka kautta polynomin ku-
vaaja kulkee. Suurimman ja pienimman nollakohdan vélisella alueella polynomin kuvaaja pyo-
rahtad x-akselin ympari ja muodostaa pyorahdyskappaleen. Laske tdman tilavuus ja pinta-ala;
piirrd kuvio.

Vihje: Satunnaislukuja generoidaan funktiolandom, jolle voidaan antaa argumentiksi mm.

vali, jolta lukuja halutaan.



Differentiaaliyhtal6t

121. osoita, etta polynomit? + x jax2 + 1 toteuttavat differentiaaliyhtalom? — 2x— 1)y’ —
2(x—1)y +2y=0.

Vihje: Talleta differentiaaliyhtéald Mathematican muistiin siten, etté funkyi@mgumentit ovat
paikoillaan: y” [x] jne. Maarittele vuorollaan kumpikin polynomi Mathematican funktioksi
(p[x_]:= ...)jasijoitatama yhtaloonyhtalo/.y->p). Sievenna tarvittaessa.

122. Osoita, ettd funktio

: T X
y(x) = Cysinx+Czcosx+ cosxIn ‘tan(z — E) ‘

toteuttaa differentiaaliyhtaloyl’ +y = tanx. Luvut C; ja C, ovat vakioita.

Vihje: Joko: Muodosta funktioy ja erikseen lasketun toisen derivaatan summa ja sievenna ta-
ma. Tai: Maaritteley Mathematican funktioksi ja sievengé [x] + y[x].Logaritmifunktio on

Log. Itseisarvot voidaan jattda huomiotta, silla Mathematica tuntee logaritmifunktomyds
negatiivisilla argumenteilla, jolloin se eroaa funktiosta Ix| vain kompleksisella vakioll@t
Kokeile:FullSimplify [ComplexExpand[Log[-x]], x > 0].

123. Ratkaise differentiaaliyhtal§”’ +y = x2. Etsi myos alkuehtog(0) = 1, y(0) = 2
vastaava yksittaisratkaisu.

Vihje: Kaytd komentoasolve, jonka avulla voidaan 10ytda seké yleinen ratkaisu etta yksit-
taisratkaisu.

124. Etsi yleinen ratkaisu Airyn differentiaaliyhtal6li¢’ — xy = 0. Mitéa ratkaisussa esiinty-
vat funktiot ovat?

Vihje: Kayta komentoasolve. Ratkaisu ei ole lausuttavissa tavallisten alkeisfunktioiden avul-
la, mutta kyllakin Mathematican tuntemien funktioiden avulla.

125. Kesatapahtumassa hyttysten maara oli tilaisuuden alussa 200 ja kolme tuntia myo-
hemmin 700. Maaréan kasvunopeus hetketiéi suoraan verrannollinen hyttysten maaréaan sina
hetkenda. Muodosta hyttysten méaaraa kuvaava differentiaaliyhtalo ja sen ratkaisuna hyttysten
maara mielivaltaisella hetkell& Mika oli hyttysten méaara viiden tunnin kuluttua tilaisuuden
alkamisesta?

Vihje: Kayta funktioitansolve ja Solve. Kumpikin antaa ratkaisun korvaussddnnén muodossa.
Ratkaisu voidaan tallettaa muuttujaksi jatkokasittelya varten korvausoperaattorilla, esimerkiksi
lukum= y[t]/.ratkaisu.

126. Lohenviljelyaltaaseen, jossa oli 1100 kalaa, levisi kalatauti. Taudin vaikutuksesta kala-
maara alkoi vaheta yhtalon
P'(t) = —4\/P(t)

mukaisesti. TassB(t) on kalamaara hetkell§ ja aikat on mitattu viikkoina. Kuinka monen
viikon kuluttua kaikki kalat olivat kuolleet?



Vihje: Kayta funktioitansolve ja Solve. Kumpikin antaa ratkaisun korvaussddnnén muodossa.
Ratkaisu voidaan tallettaa muuttujaksi jatkokasittelya varten korvausoperaattorilla, esimerkiksi
lukum= y[t]/.ratkaisu.

Sarjat

127. Laske sarjanz P summa ja piirré kuvio, joka osoittaa, miten osasummat l&ahestyvat
K=1

sarjan summaa.

Vihje: Muodosta osasummista lista ja piirra kuvio funktiallastPlot.

i (2x—1)k
G \3x+1

summa. Milla arvoillax € R sarja suppenee? Piirra summafunktion kuvaaja.

128. Laske sarjan

Vihje: Sarjan summa lasketaan funktioflan. Suppenemisalueen tarkastelussa voidaan kayttaa
my0s funktiotainequalitySolve, joka on ensin ladattava:
Needs["Algebra‘InequalitySolve‘"].

129. Muodosta funktiollef (X) = exp(arctarx) Maclaurinin polynomeja. Valitse asteluvuiksi
ainakin 10, 20, 30, 40 ja 50. Vertaa naiden kuvaajia funktion kuvaajaan. Milla muuttujan arvoilla
Maclaurinin sarja nayttaisi suppenevan?

Vihje: Kayta funktiotaseries. Sarjan jddnnostermi voidaan pudottaa pois komennolaal.

130. Kehita funktio f (X) = v/9x2 — 3x+ 5 Taylorin sarjaksi pisteissé= 0, x =2 jax = 5.
Piirra Taylorin polynomien kuvaajat astelukuun 10 saakka ja vertaa niitd funktion kuvaajaan.
Miten laajassa alueessa Taylorin sarja nayttaisi suppenevan?

Vihje: Sarja muodostetaan komennoflaries, jolle on myos ilmoitettava, montako termia
alusta lahtien halutaan. Tuloksessa on muotoa n] oleva jaanndstermi, joka on pudotettava
pois, jotta osasumman kuvaaja saadaan piirretyksi. Taméa tehddén komennoHa.

131. Suhteellisuusteorian mukainen kappaleen kineettinen energia on

T=m@—myc, missim= 2 _

Osoita origokeskiseksi Taylorin sarjaksi kehittamalla, etta pienilla nopeuksidlena on liki-
main sama kuin klassinen kineettinen ene@i@vz.

Vihje: Komentoseries.



Vektorit ja listat

132. Jaa vektort = 7i+5j vektoreidera = 3i +4j jab = 5i —j suuntaisiin komponentteihin.

Vihje: Esita vektorit kaksialkioisina listoina. Muodosta ndiden avulla vektoriyhtalo ja ratkaise
sesolve-funktiolla.

133. OlkootA = (7,3), B=(1,2) jaC = (3,5) tason pisteita. Muodosta kulma#BC puo-
littajan suuntavektori ja sen suuntainen yksikkdvektori.

Vihje: Syota aluksi pisteet kahden alkion listoina ja muodosta naiden avulla tarvittavat vektorit.
Puolittajavektori saadaan helpoimmin kulman kylkien suuntaisten yksikkévektoreiden summa-
na.

134. Kolmion karkipisteet ova(l,2), (—3,5) ja (—1,—6). Maaritd kolmion keskijano-

jen leikkauspistéx,y) muodostamalla sille vektoriyhtél6t ja ratkaisemalla koordinaatit néista.
Osoita laskemalla, etta keskijanat todellakin leikkaavat samassa pisteessa, joka jakaa keskijanat
suhteessa 1: 2.

Vihje: solve-komennolla voidaan ratkaista myos vektoriyhtaléiden muodostama ryhma. Vaadi
esimerkiksi, etté pisteefx,y) ja kolmion kéarkipisteen yhdysvektori on samasta kéarjesta vas-
takkaisen sivun keskipisteeseen suuntautuvan vektorin skalaarikerrannainen. Koska karkia on
kolme, saadaan kolme vektori- eli kuusi skalaariyhtél6a, joissa on viisi tuntematpnytga

kolme skalaarikerrointa.

135. Todista yleisesti, ettéd kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessa, joka ja-
kaa ne suhteessa 1 : 2. Tarkastele tata varten kolmiota, jonka karkipisteéoaaj, (bs,by)
ja(c1,c2). Merkitse keskijanojen leikkauspistettd y) ja muodostama sille vektoriyhtélét. Rat-
kaise nama ja tulkitse tulos.

Vihje: solve-komennolla voidaan ratkaista myos vektoriyhtaléiden muodostama ryhma. Vaadi
esimerkiksi, etta pisteefx,y) ja kolmion karkipisteen yhdysvektori on samasta kérjesta vas-
takkaisen sivun keskipisteeseen suuntautuvan vektorin skalaarikerrannainen. Koska karkia on
kolme, saadaan kolme vektori- eli kuusi skalaariyhtéltd, joissa on viisi tuntemaiontsa

kolme skalaarikerrointa.

136. Vektorita, b jacovat kolmion karkipisteideA, B jaC paikkavektorit. OlkoorP sivuille
AC ja BC piirrettyjen korkeusjanojen leikkauspistegaen paikkavektori. Talloin patee

(p—b)-(a—c)=0, (p—a)-(b—c)=0.

Jos voidaan todistaa, ettd my@s— c) - (a— b) = 0, on tullut todistetuksi, etta kaikki kol-
me korkeusjanaa leikkaavat samassa pisteessé. Suorita todistus Mathematican vektorialgebraa
kayttaen.

Vihje: Esité tehtavan vektorit symbolisina kaksi- (tai kolmi-) komponenttisina listoina, so. Mat-
hematican vektoreina. Funktioistamplify jaFullSimplify on apua; katso dokumentaatio-
ta.



137. Kolmiulotteisen avaruuden taso kulkee pisteider- (7,3,1), B = (1,2,3) jaC =
(3,5,—5) kautta. Laske tason yksikkénormaalivektori.

Vihje: Syota pisteet kolmialkioisina listoina ja laske ndilla. Normaali voidaan maéarittaa joko
skalaaritulojen avulla tai vektorituloa kayttaen.

138. Maaritau siten, etta vektoreidein+ 2] + 3k ja ui + 5] + 6k valinen kulma on 60 astetta.
Vihje: Hyddynna skalaarituloa. Mieti, montako ratkaisua tehtavalla on. Tarkista saamasi tulos.

139. Kolmiulotteisessa avaruudessa sijaitsevan kolmion karkipistee{ b\@&B), (—2,4,5)
ja(2,—5,—7). Laske kolmion ala.

Vihje: Kayta vektoreita. Kolmion ala voidaan lausua ristitulondss) avulla.

140. Kolmiulotteisessa avaruudessa sijaitsevan kolmion karkipistee{ b\@&B), (—2,4,5)
ja(2,—5,—7). Laske kolmion kulmien suuruudet asteissa.

Vihje: Sovella vektorialgebraa, erityisesti skalaarituloa. Kosinifunktion kaanteisfunktio on
ArcCos; tdma antaa kulman suuruuden radiaaneina.

141. mika suoran(x,y) = (1,2) +t(3,4) piste on lahinna pistett, 1)? Mika on tama lyhin
etaisyys?

Vihje: Kayta vektorialgebraa.

142. mika suoran(x,y,z) = (3,0,1) +t(1,1,4) piste on l&hinn& pistettél, 4,2)? Mika on
tdma lyhin etaisyys?

Vihje: Kayta vektorialgebraa.

143. wmissa pisteessa suofa y,z) = (1,2,3) +t(4,5,6) leikkaa tasorx— 2y + 32— 4 = 0?
Vihje: Kayta vektorialgebraa.

144. Taso kulkee pisteidefd, 2,3), (—2,4,5) ja (2,—5,—7) kautta. Miké tason piste on
lahinn& pistettd3,2, 1) ja mik& on tama lyhin etéisyys?

Vihje: Kayta vektorialgebraa.

145. Tarkastellaan avaruuskayré@) = i +etj +/2tk, t € R. Piirra kayra.

a) Muodosta kayralle parametriesitys, misséd parametrina on aevdavastaavasta pisteesta
parametrirt kasvusuuntaan mitattu kaarenpitisus

b) Maarita kayralta pist®, joka on kayraa pitkin mitattuna etaisyydella 2 pisted4td, 0)
parametrirt kasvusuuntaan. Laske koordinaattien likiarvot ja vertaa kuvaan.

c) Laske kayran kaarevuus ja kierevyys pistedds@éka tdhan pisteeseen liittyva kolmikanta
{t,n,b}.



d) Maarita kayran pisteeseéiittyvan kaarevuusympyran keskipiste ja sade.

e) Missa pisteessa kayran kaarevuus on suurimmillaan ja mikéa on maksimiarvo? Vastaavatko
arvot kuvaa?

f) Missa pisteessa kayran kierevyys on suurimmillaan ja mika on maksimiarvo?

Vihje: Kertaa kayrateoria jostakin oppikirjasta! Em. laskujen lapivieminen johtaa yleensa vai-
keuksiin, koska kaarenpituusintegraalista tulee liian monimutkainen. Tehtavan kayra on kuiten-
kin poikkeuksellinen: lasku onnistuu! Syoté kayra Mathematican vektorina, so. kolmialkioisena
listana ja laske vektorialgebraa kayttaen.

146. Muodosta lista (vektori), jossa on 20 ensimmaistd alkulukua. Muodosta toinen lista,
jossa on 20 ensimmaisté sellaista alkulukua, joiden jarjestysluku on myés alkuluku.

Vihje: Tarvittavia funktioita:Table, Prime. Kiinnostava voi olla my6$rimeQ

147. Maaréatty integraali voidaan laskea numeerisesti esimerkiksi puolisuunnikassaannolla

b b—a
/ f(X)dX@ T(yo—{—Zyl—l—zﬁ—l-—l—ZYnfl—l-Yn)
a
Tasséa integroimisvali on jaetto yhtd suureen osavadliin ja luvyk tarkoittavat funktion ar-
voja jakopisteissa. Laske integrazﬂ;1 e dx puolisuunnikassaannoélla kayttaen arvoja=
4,8,12 16,20. Muodosta jokaisessa tapauksessa ensin kaksi vektoria: toisessa on funktion arvot
tarvittavissa jakopisteissa ja toisessa vastaavat painokertoimet.

Vihje: Anna aluksi arvo muuttujalle ja muodosta vektorit taman avulla. Miten vektoreiden
sisétuloa voidaan laskennassa hyddyntaa? Miten tulokset saadaan helpoimmin muilla arvoilla
n? Miten ndma suhtautuvatntegrate-funktion antamaan tulokseen?

148. Maaratty integraali voidaan laskea numeerisesti esimerkiksi Simpsonin sdannolla

b b—a
/af(x)dxz?(YO+4Y1+2)/2+4Y3+2Y4+"‘+4yn—1+Yn)-

Tassa integroimisvali on jaettu parilliseen maardahta suuria osavaleja ja luvi tarkoitta-

vat funktion arvoja jakopisteissa. Laske integrefélé‘xzdx Simpsonin sdanndlla kayttaen ar-
vojan=4,8,12 16. Muodosta jokaisessa tapauksessa ensin kaksi vektoria: toisessa on funktion
arvot tarvittavissa jakopisteissa ja toisessa vastaavat painokertoimet.

Vihje: Anna aluksi arvo muuttujalla ja muodosta vektorit tAman avulla. Painokerroinvektoria
muodostettaessa voidaan kayttaa esimerkiksi Mathematican funktigaa venQ (katso doku-
mentaatiota). Miten vektoreiden sisatuloa voidaan laskennassa hyddyntaa? Miten tulokset saa-
daan helpoimmin muilla arvoilla? Miten ndma suhtautuvatntegrate-funktion antamaan
tulokseen?



Matriisit
149. Muodosta taulukko (matriisi), jonka alkioina ovat luddt k=1,...,10,j=1,...,10.

Vihje: Tarvittavia funktiotaTable, TableForm; katso dokumentaatiota.

Todennakdisyyslaskenta

150. Tutkimuksessa todettiin, etta 200 gramman keksipakkausten massan keskiarvo oli 204 g
ja keskihajonta 6 g. Oletetaan, etta massa on normaalisti jakautunut. Kuinka monella prosentilla
pakkauksista massa oli alle 200 g? Kuinka monella prosentilla pakkauksista massa oli valilla
200g-2109?

Vihje: Lataa lisdpakettiNeeds ["Statistics ‘NormalDistribution*"]. Tutki tdman funk-

tioita NormalDistribution ja CDF (= cumulative distribution function = kertyméafunktio), joi-

den avulla voidaan laskea mihin tahansa normaalijakaumaan liittyvat todennakoisyydet. Ks.
ohjeita:?NormalDistribution, ?CDF.



