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1 Miksi kompleksilukuja?

Lukualueen vaiheittaisen laajentamisen luonnollisista luvuista kokonaislukujen ja
rationaalilukujen kautta reaalilukuihin (N — Z — Q — R) voidaan katsoa syntyvan
tarpeesta loytéda ratkaisu yha uusille yhtalotyypeille: x42 = 0 ei ratkea luonnollisten
lukujen joukossa, mutta kyllakin kokonaislukujen joukossa; 2x + 3 = 0 ei ratkea
kokonaislukujen, mutta kylld rationaalilukujen joukossa; yhtalolla 22 = 2 ei ole
rationaalista ratkaisua, mutta reaalilukujoukkoon kuuluva ratkaisu loytyy.

Samaa ajattelua voidaan yrittaa jatkaa: Yhtilo 22 +1 = 0 ei ratkea reaalilukujou-
kossa, mutta voitaisiinko lukujoukkoa laajentaa siten, etta sille kuitenkin 16ytyisi
ratkaisu?

Suoraviivainen mahdollisuus on paattaa ottaa kayttoon 'luku’ i, jolla on ominaisuus
i2 = —1, ja sopia lisaksi, etta silli lasketaan reaalilukujen laskusiantoja noudattaen.
T&lloin on (—i)? = i* = —1, ja yhtéilolle 22 + 1 = 0 on saatu kaksi ratkaisua, i ja —i.
Jotenkin luontevaa on tallin myés kirjoittaa i = /—1.

=i

Avoimeksi kuitenkin télloin jéa, mika i oikeastaan on ja voidaanko ristiriitoihin
joutumatta sopia, etté silld lasketaan reaalilukujen tapaan. Itse asiassa ongelmia
syntyy, kuten seuraava lasku osoittaa:

—1 =12 = (+V=D)(+V=1) = +/(=1)(=1) = +V+1 = +1.

Tarpeeseen pohtia negatiivisten lukujen neli6juuria on johduttu muillakin tavoilla.
Toisen asteen yhtalo osattiin ratkaista viimeistaan 1400-luvulla ja tiedettiin, etté
ratkaisuja ei ole, jos ratkaisussa johdutaan negatiivisten lukujen nelidjuuriin. Kol-
mannen asteen yhtalon ratkaiseminen nousi kiinnostuksen kohteeksi 1500-luvulla.
Seuraava esimerkki on Geronimo Cardanolta, tosin meidén aikamme merkintéatapo-
ja kéyttaen.

Tarkasteltavana on yhtilo z3 = 15z + 4. Yhtilon ratkaisemiseksi sijoitetaan z =
u + v, missd apumuuttujat v ja v valitaan siten, ettd uv = 5. Télloin yhtilo saa
muodon

u? 4 3utv 4+ 3uv® + 0P = 15u+ 150 +4 eli uwd +0° =4,

koska 3u?v+3uv? = 3uv(u+wv) = 15u+15v. Sijoittamalla v = 5/u, saadaan edelleen
D

12
w4 — =4 eli u®—4u’+125=0.
u

Kun tuntemattomaksi otetaan z = u?, tamé on toisen asteen yhtélo 22 —42+125 = 0,
jonka ratkaisu on z = 2 + \/—121. Talloin

125 125
3 : 3

— 24 /121 _ 1
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jolloin alkuperéisen yhtéalon ratkaisu voidaan kirjoittaa

r=utv=12+v 121+ {2 - v_12L

1

=25 /—121,




Tulos sisaltda neliojuuria negatiivisista luvuista, ja tdman voisi ajatella tarkoitta-
van, ettd yhtélolla ei ole ratkaisuja. Téll4 kuitenkin on kolme ratkaisua, 4, —2+ /3
ja —2 — /3, kuten sijoittamalla voidaan todeta. Olisiko siis v/—121 jotenkin ym-
maérrettavissa siten, ettd saatu lauseke sievenisi ja antaisi jonkin edelld mainituista
kolmesta ratkaisusta?

Luvun i ja yleisemmin muotoa z + iy olevien kompleksilukujen selked maarittely on
1800-luvun alkupuolelta. Sitd pidetddan usein Carl Friedrich Gaussin tyona, mutta
idean oli jo hieman aiemmin esittanyt norjalainen Caspar Wessel.

Sittemmin kompleksiluvut ovat osoittautuneet merkityksellisiksi monissa muissakin
yhteyksissa kuin polynomiyhtaloiden ratkaisemisessa ja polynomien ominaisuuksien
analysoinnissa. Niita tarvitaan seké monilla matematiikan alueilla etta sovellettaessa
matematiikkaa muissa tieteissé, esimerkiksi fysiikassa ja sdhkotekniikassa.

2 Kompleksilukujen maarittely

Kompleksilukujen maéarittelyssa lahtokohdasksi otetaan xy-taso, ts. joukko
R?=RxR={(z,y)|zycR}.

Tata aletaan kutsua kompleksitasoksi tai kompleksilukujoukoksi ja sille kaytetaan
symbolia C. Joukon alkioita merkitdédn — ainakin aluksi — 23 = (z1,41), 20 =
(x2,y2) jue. ja niitd kutsutaan kompleksiluvuiksi.

Joukon C alkioille méaéritellaan yhteenlasku ja kertolasku kaavoilla

21+ 20 = (1 + 22, Y1+ Y2),

2129 = ($1I2 — Y1Y2, T1Y2 + $2yl)~

Esimerkiksi kompleksilukujen z; = (1,2) ja 2o = (3,4) summa ja tulo ovat siis

Zl+22:(1+37 2+4):(4a6)7
2179 =(1-3-2-4,1-4+2-3) = (-5,10).

Osoittautuu, ettd kompleksiluvuilla, so. muotoa z = (x,y) olevilla symboleilla voi-
daan télloin laskea samoilla sdannéilld kuin reaaliluvuilla. Erityisesti on olemassa
kompleksiluvut nolla (0,0) ja ykkonen (1,0), jotka kayttaytyvit kuten reaaliluvut
0 ja 1: nollan lisddminen toiseen kompleksilukuun ei muuta sité, toisen luvun kerto-
minen ykkoselld ei muuta sita.

Jokaisella kompleksiluvulla z = (z,y) on vastaluku —z = (—z,—y). Kun luku ja
vastaluku lasketaan yhteen, saadaan nolla (0, 0).

Jokaisella kompleksiluvulla z = (z,y), joka poikkeaa nollasta, ts. ainakin toinen
luvuista = ja y on # 0, on myo6s kddnteisluku:
-1 x Y
z = y .
(1'2 + y2 12 + yZ)
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Luvun ja kéénteisluvun tulo on ykkonen (1,0), kuten laskemalla voidaan tarkistaa.

Erikoisasemassa osoittautuu olevan kompleksiluku (0, 1), jolle annetaan nimeksi
imaginaariyksikko ja jolle kiytetadn symbolia i'. Tamén tulo itsensd kanssa, ts.
toinen potenssi on kertolaskun maaritelmén perusteella (—1,0).

Reaalilukujoukko R upotetaan kompleksitasoon C samastamalla x € R ja (z,0) €
C. Talléin aletaan my6s merkitd x = (z,0). Kompleksitason nollalle ja ykkoselle
saadaan tall6in luonnolliset merkinnat: 0 = (0,0) ja 1 = (1,0).

Samastus johtaa merkintaén, jota yleensé kaytetadn kompleksilukuja kéasiteltdessa:

2= (z,y) = (,0) +(0,9) = (z,0) + (0, 1)(y,0) = = + iy.

Kompleksiluvun z = x + iy reaaliosa on Re z = x ja imaginaariosa Im z = y.

Reaalilukujen samastaminen kompleksilukujen osajoukoksi ei ole jarkevaé, elleivat
kummassakin joukossa toisistaan riippumatta maaritellyt laskutoimitukset ole myos
samastettavissa. Taméa tarkoittaa, ettd laskutoimituksen tuloksen taytyy olla riip-
pumaton siitd, kumpi suoritetaan ensin, samastus vai laskutoimitus. Néin todella
on, mika ilmenee seuraavista kommutoivista kaavioista: niissa paastaan vasemmasta
ylanurkasta oikeaan alanurkkaan kumpaa tahansa tieta.

yhteenlasku R:sséa

T1, T2 ——  I1+ T2
samastusl lsamastus
yhteenlasku C:ssa
(21,0), (29,0) —————— (1 + x9,0)
kertolasku R:ssé
Ty, T2 E—C R )
samastusl lsamastus

(ZL‘l, 0)7 (JZQ, O) kertolasku C:sséa ({L‘ll'g, O)

Selaimessa toimiva animaatio http://matta.hut.fi/matta2/livegr/ctulo.html
esittdd kahden kompleksiluvun tuloa. Kahta tulontekijaa voidaan siirrella hiirella
kompleksitasossa, jolloin niiden tulo liikkuu vastaavasti.

3 Kompleksilukujen kunta

Yhteen- ja kertolaskulla varustettu kompleksilukujen joukko C on algebralliselta
struktuuriltaan kunta (kuten reaaliluvutkin). Tadméan osoittamiseksi on todettava

1 Joissakin yhteyksissd, mm. usein sihkotekniikassa kiytetdin symbolia j.
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seuraavien kunta-aksioomien voimassaolo:

21+ 2=2+2 Vz,20 € C (1)

21+ (22 + 23) = (21 + 22) + 23 V21,29, 23 € C; (2)

30 € C siten, ettd z+0=2 VzeC; (3)
kyseessé on kompleksiluku nolla 0 = (0, 0);

Vz e C 32’ € C siten, ettd z + 2’ = 0; (4)
2" on luvun z vastaluku: jos z = (z,y), niin 2’ = (—x, —y);
merkitdin 2’ = —z;

2179 = 2921 V21,29 € C; (5)

z1(2223) = (2122)23 V21, 29, 23 € C; (6)

31 € Csiten,ettd z-1=2 VzeC; 1#0; (7)
kyseessa on kompleksiluku ykkonen 1 = (1,0);

V(z € C,z#0) 32 € C siten, etta 22/ = 1; (8)
kyseessé on kddnteisluku 2/ = 27! = (:c2 f_ 2 :J_ y2);

21(20 + 23) = 2120 + 2123 V21, 29,23 € C. (9)

Naiden voimassaolon osoittaminen on luonteeltaan mekaaninen, paikoin ehké hie-
man pitka lasku, jossa sovelletaan toistuvasti yhteen- ja kertolaskun maéaritelmia.

Kompleksitaso laskutoimituksineen voidaan maéritella edella kuvatulla tavalla riit-
tavan monipuolisessa symbolisessa laskentaohjelmassa, jolloin my6s kunta-aksioo-
mien voimassaolo voidaan tarkistaa ohjelmalla. Dokumentti http://matta.hut.
fi/matta2/mma/ckunta.html osoittaa, miten tamé tehdain Mathematica-ohjelmal-
la. Alkuperdinen Mathematica-dokumentti (jonka avaamiseen tarvitaan Mathema-
tica) on http://matta.hut.fi/matta2/mma/ckunta.nb.

Miéarittelyn tuloksena on saatu kompleksilukujoukko C, jonka luvut ovat muotoa
x + iy. Naiden peruslaskutoimitukset, ts. yhteen-, vihennys- (= vastaluvun lisdys),
kerto- ja jakolasku (= kéénteisluvulla kertominen) noudattavat kuntaominaisuuk-
sien seurauksena samoja sadntoja kuin reaalilukujoukossa. Lisdksi lausekkeita voi-
daan sieventdd yhtialon i2 = —1 avulla. Esimerkiksi nelidjuurten laskulakeihin ei
samankaltaisuus reaalilukujen kanssa kuitenkaan rajoituksetta ulotu.

Tamaéan jalkeen on mahdollista myos ndhdé syy aluksi ehké hieman erikoiselta nayt-
taneeseen kertolaskun maéritelméédn: Sen tavoitteena on ollut padsta samoihin las-
kusaantoihin kuin reaaliluvuilla. Onhan nimittéin

2120 = (21 + 1) (22 + ya) = 2122 + P19 + i1y + iT2ys
= (1172 — y1y2) + i(21y2 + 2201).
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4 Liittoluku ja itseisarvo

Kompleksiluvun z = x+iy liittoluvuksi eli konjugaatiksi kutsutaan lukua? z = x —iy.

Kompleksiluvun z = z + iy itseisarvo eli moduuli on |z| = /22 + y?, ts. pisteen
(z,y) etaisyys origosta.

Summan liittoluku voidaan muodostaa termeittiin, tulon vastaavasti tekijoittain:
21+ 29 = 51 + 22, Z1R%9 = 2122.

Nama voidaan nahdé suoralla laskulla. Ilmeistd on myos

|

= Z.

Itseisarvolla on suoraan maaritelmasta nahtavat ominaisuudet

2| = [,
|22 =22 eli |z|=V2Z ja
1z
LR

Huomattakoon, etti yleensi on |z|> # 22.

Itseisarvon suhde laskutoimituksiin on samanlainen kuin reaaliluvuilla:
|z122| = |21]|22], |21 + 22| < |21 + |22].

Kertolaskun tapauksessa kyseessé on siis yhtalo, yhteenlaskun tapauksessa epayhté-
16. Jalkimmainen on oikeastaan osa pidempéa epayhtaloketjua, ns. kolmioepdayhtdlod:

21| = |22|| < |21 + 22| < || + [22].

Esitettyjen ominaisuuksien todistukset ovat varsin suoraviivaisia laskuja, jotka pe-
rustuvat joko kompleksilukujen laskusaantoéihin tai lukujen esittamiseen reaali- ja
imaginaariosan avulla, so. muodossa z = x + iy.

Kolmioepayhtalon tapauksessa tyota on hieman enemman:
Koska z+2z = 2z = 2Re z ja |Re z| = |z| < V22 + y% = |2| kaikilla kompleksiluvuilla
z, on
|21 + 20> = (21 + 20) (21 + 22) = 2121 + 2122 + 2021 + 227
= |z1]* + 2Re(212) + |22)?
< [z f? + 20z [ze] + |22 = (J21] + |22])%,
{ > [z1]? = 20z ]20] + |22 = (Ja1] = |22])?,

mista seuraakin

|21 + 20| < Ja| + 22| ja [z 4 22| > ||2n] — [22]]

2Merkinnén z sijasta voidaan kiiyttii muitakin mwerkintitapoja, esimerkiksi z*.



5 Kompleksiluvun napakoordinaattiesitys

Kompleksiluku z = z+1y voidaan ajatella xy-tason pisteeksi (z,y). Luvun itseisarvo
eli moduuli 7 = |z| = mod z on pisteen etéisyys origosta.

imaginaariakseli /\

z=1x+1y
Yy =rsinp
r=|z|
_ reaaliakseli
p=argz
>
T =TCcosp

Origosta pisteeseen osoittavan janan suuntakulma x-akseliin ndhden on luvun na-
pakulma. Tamé on positiivinen tai negatiivinen sen mukaan, kierretaanko positii-
viseen tai negatiiviseen kiertosuuntaan. Napakulma ei ole yksikasitteinen, vaan sen
tiettyyn arvoon voidaan lisdta mielivaltainen (positiivinen tai negatiivinen) maara
taysia kierroksia.

Napakulman arvoista yksi on aina valilla | — 7, 7]. Tata kutsutaan kompleksiluvun
argumentiksi® ja merkitiin arg z.

Luvun z jonkin napakulman ¢ ero argumenttiin arg z nahden on luvun 27 monikerta
(positiivinen, negatiivinen tai nolla). Talloin merkitaan
p=argz+2kmr, kel
tai
p=argz (mod 27).
(Luetaan 'modulo 27.)

Moduuli 7 = mod z ja napakulma ¢ = argz (mod 27) ovat kompleksiluvun napa-
koordinaatit. Naiden avulla saadaan kompleksiluvulle z = x + iy napakoordinaatti-
esitys*

z =r(cosp +isingp).

3Toisinaan argumentilla tarkoitetaan mit# tahansa napakulmaa. T#lléin vélilld | —, 7] olevaa arvoa
kutsutaan argumentin pddhaaraksi.

4Napakoordinaattiesitystd merkitiin myos lyhyemmin z = re'?. Témén mielekkyys pohjautuu
kompleksisen eksponenttifunktion méaarittelyyn.



Suorakulmaisten ja napakoordinaattien véliset yhteydet ovat

{xzrcomp , r=y/z* +y?

I Ja Y
Yy =rsme tangp:f
T

Viimeinen yhtélé muodossa ¢ = arctan(y/x) antaa oikean argumentin arvon vain,
jos x > 0. Jos z < 0, on tata arvoa korjattava termilla 7 (vihennettavé tai lisattava),
jotta péastédan vélille | — 7, —x /2] tai |7 /2, 7].

Kahden kompleksiluvun tulo ja kompleksiluvun kéanteisarvo voidaan laskea napa-
koordinaattiesityksen avulla seuraavasti. Olkoon

21 =r1(cospy +ising), 2o = ra(cosps + isin pg).

Lukujen itseisarvot ovat r; ja ro, niiden argumentit ¢; ja s.

Lukujen tulo saadaan sinin ja kosinin yhteenlaskukaavojen avulla muotoon

2129 = T1732[(COS 1 COS Yo — Sin g 8in o) + 1(Cos 1 Sin Yo + sin @y cos ps)]

= r17r[cos(p1 + p2) +isin(pr + ©2)].

Vastaavaan tapaan saadaan luvun z # 0, z = r(cos ¢ + isin ) kdanteisluvulle

1 _ s 1
1 |;| _ r(cos 90T2 1s1n 90) _ ;[COS(—SO) -+ isin(—g&)]-

Kummassakin tapauksessa tulokset ovat napakoordinaattimuotoja. Lukujen tulon
itseisarvo on siis r;7y ja napakulma ¢ + ¢o. Tama ei valttadmatta ole argumentin
alueella | —7, ], vaikka @1 ja (9 olisivatkin. Kaanteisluvun muodostuksessa itseisarvo
muuttuu kddnteisluvuksi ja napakulma vastaluvuksi. Siis:

1 1
izl = lallal || =

1
arg(z122) = arg(z;) + arg(z2) (mod 27), arg(;) = —argz.

Jos |z| = 1, napakoordinaattimuoto on z = cos ¢ + isin ¢. Edelld esitetysté seuraa
talloin 22 = (cos @ +isinp)? = cos 2 +isin 2¢p ja yleisemmin ns. de Moivren kaava

(cosp 4 isin )™ = cosnp + isinne.
Tassa n voi olla mika tahansa kokonaisluku, mikd nahdadn yhdistdmalla edella

olevat tuloa ja kaanteislukua koskevat tulokset.

Jos kompleksiluku z = r(cosp + isin ) kerrotaan kompleksiluvulla u = cos) +
isin ¢, saadaan

uz = rlcos(¢ + ) +isin(p + V)],



ts. kompleksiluku, jonka itseisarvo on sama kuin luvun z (= r), mutta jonka napa-
kulma on kasvanut tekijan v napakulmalla.

Tuloa uz vastaava kompleksitason piste saadaan siis kiertdmalla lukua z vastaavaa
pistetta origon ympari kulman v verran.

Kompleksiluvulla u kertominen méarittda siten tason kiertokuvauksen. Luku w on
kiertotekija. Silla on ominaisuus |u| = 1. Vrt. Mathematica-animaatioon http://
matta.hut.fi/matta2/livegr/ctulo.html.

6 Kompleksilukujen juuret

Kompleksiluvun z n:s juuri w = /2 tarkoittaa yhtalon w™ = z ratkaisua. Téssé siis
w on tuntematon ja z juurrettava.

Napakoordinaattiesitysten z = r(cos¢ + ising) ja w = s(cost + isine) avulla
yhtéld saa muodon

s"(cosnip +isinn) = r(cos p + isin ).
Talloin tulee itseisarvojen olla samat, ts. s = r. Napakulmien erona on jokin luvun

21 monikerta, ts. ny = p + 2kw, k € Z. Naista seuraa

: . v  2km
=3 1 = =+ —, kel
s=r eli |wl lz|, ja " + _— €

Koska 1 on kompleksiluvun napakulma, riittaa tarkastella niita luvun k£ arvoja, jotka
antavat napakulman yhden kierroksen alueelta. Helpointa on rajoittaa jaksotermi

2km /n valille [0, 27], ts. tarkastella arvoja & = 0, 1, ..., n — 1. Naitd vastaten
juurelle w = {/z saadaan n arvoa: wg, wy, ..., Wy_1.

Juuret voidaan kirjoittaa muotoon

wk:wouﬁ, n=20, 1, ..., n—1,

missi wy = {/r(cos £ +isin £) ja u, = cos 2* + isin 2* on kiertotekijé.
Juuret sijaitsevat tasavilisesti sellaisen origokeskisen ympyran kehélld, jonka séde

on {/r. Kertomalla edellinen juuri kiertotekijalla padstdén seuraavaan juureen.

Kompleksiluvulla z (# 0) on siis n eri suurta juurta. Naistd mééritellaan juuren pdd-
arvokst se, jolla on itseisarvoltaan pienin argumentti. Paaarvot muodostavat juuren
padhaaran. Esimerkiksi luvun —1 kuutiojuuri, ts. padarvo on talloin %(1 +iv/3). Ta-
mén arvon antavat myos laskentaohjelmat, joilla voidaan késitella kompleksilukuja.

Osoitteessa http://matta.hut.fi/matta3/mma/kompleksijuuret.nbp on Mathe-
matica-animaatio, joka osoittaa hiirella annettavan kompleksiluvun juurten sijainnin
ja erityisesti paaarvon.

Esimerkki 1. Olkoon laskettavana w = +/—64. Juurrettavan z = —64 itseisarvo
on talloin r = 64 ja napakulma ¢ = 7. Napakoordinaattiesitys on z = —64 =
64(cosm +isinm).
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Juuren itseisarvo on tallsin s = v/64 = 2 ja napakulma ¢ = 7/6 + 2k7/6 =
(14 2k)/6. Arvoilla k = 0,1,2,3,4,5 saadaan kulman 1 mahdolliset arvot

T 5m T 3T 117

T
6> 27 67 6 2 6

Arvoa k = 6 ei endd tarvitse ottaa huomioon, silld se antaa arvon 137/6, mikéi

vastaa samaa napakulmaa kuin ensimmaéinen arvo 7 /6. Myoskéén tata isommat tai

negatiiviset arvot k eivit enda anna uusia napakulmia. Juuren arvot saadaan siten
lausekkeesta w = s(cos ) +1isint) em. arvojen ¢ avulla:

’LUOZ\/g—Fi, w1:21, U)g:—\/g—{—i,
ws=—V3—1, wy=-2i, ws=+V3—1i

Paahaara-arvo on /3 + i.

Niémi saadaan myods lausekkeesta wy, = woul, missi

ug = cos 2 +isin 2T = 11+ V3i).

Alla oleva kuvio osoittaa juurten sijainnin kompleksitasossa.

Esimerkki 2. Ensimmaisen luvun esimerkin juuret

u=1\2+v—-121 = V2 +11i ja
v=1\/2—+/—121 = V2 - 11i

saavat talloin kumpikin kolme arvoa:

: 2+\/§ 1-2V3: 2—\/§ 1+2\/§’
U1—2+1, UQ——T— 5 1, uz = — 3 _Tl’
2—V3 1423 24+v3 1-2v3: :
U = zf zfla Vg = 2f 2f17 v3 =2 —1.




Néistéd voidaan muodostaa yhdeksan (u,v)-paria, mutta vain kolme téyttaa ehdon
uv = 5: U vy, U3 ja ugvy. Naiden avulla saadaan ratkaisut:

$1:U1+U1:4,
$QZUQ+U3:—2+\/§,
$3:U3—|—U3:—2—\/§.

Esimerkki 3. Olkoon z; = 2ija 2z, = —242iy/3. Tallin 2129 = —4v/3 —4i. Lukujen
nelibjuuret (pddhaaran mukaan) ovat

Va=1+1i, Va=1+iV3, Vazm=-1+V3—i(l+V3).
Koska /z1\/z2 = 1 — V3 +i(1+/3), ei yhtilo
\/2_1\/2_2 = V72172

ole voimassa.
Juuren laskusadnnot eivat siten rajoituksitta yleisty kompleksialueelle.

Tama on oneglmana myos ensimmaisen luvun paattelyssa

—1=2=vV=1Iv=1=/(=1)(=1) = V+1 = +1,

missa juurimerkki tarkoittaa normaaliin tapaan padahaaraa. Tassé siis keskimmainen
yhtélaisyysmerkki on vaara.

7 Algebran peruslause

Kompleksikertoimiseksi polynomiksi kutsutaan lauseketta
p(Z) = Z CLka,
k=0

missa kertoimet ap ovat kompleksilukuja. Muuttuja z on luonnollisinta ajatella
kompleksiseksi. Kyseessi on siten funktio C — C.

Vastaavasti puhutaan reaalikertoimisesta polynomista, jos kertoimet a; ovat reaali-
lukuja. Reaalikertoiminen polynomi on kompleksikertoimisen erikoistapaus, ts. jo-
kaista reaalikertoimista polynomia voidaan ajatella myos kompleksikertoimisena.
Muuttuja z voidaan télloin ajatella joko reaaliseksi tai kompleksiseksi: kyseessa on
funktio R — R tai C — C.

Jos a, # 0, on polynomin asteluku degp = n.

Algebran peruslauseeksi kutsutaan seuraavaa véittamaa:
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Jokaisella vahintdan ensimmdistda astetta olevalla kompleksikertoimisella polynomil-
la p on ainakin yksi (reaalinen tai kompleksinen) nollakohta, so. on olemassa z, € C
siten, ettd p(z) = 0.

Algebran peruslause ei pide reaalialueella: esimerkiksi polynomilla 22+ 1 ei ole lain-
kaan nollakohtia reaalilukujoukossa R. Kompleksilukujoukko onkin siind mielessa
reaalilukuja taydellisempi, etta algebran peruslause saa yksinkertaisen muodon.

Algebran peruslauseelle on esitetty useita erilaisia todistuksia. Ensimmaéisen téydel-
lisen todistuksen esitti Carl Friedrich Gauss véitoskirjassaan vuonna 1799. Myohem-
min hén palasi aiheeseen ja esitti viela neljd muuta todistusta.

Ehké yleisimmin esitetty todistus perustuu kompleksifunktioiden teoriaan. Kahden
muun todistuksen ideat ovat 16ydettéavissdé Mathematica-dokumenteista
http://matta.hut.fi/matta3/mma/algPeruslause.nbp ja
http://matta.hut.fi/matta3/mma/algPeruslauseG.nbp.

8 Polynomin nollakohdat ja tekijoihin jako

Astetta n olevalla kompleksikertoimisella (tai reaalikertoimisella) polynomilla
pu(2) = SF_oaxz® on algebran peruslauseen mukaan ainakin yksi (mahdollises-
ti kompleksinen) nollakohta z;. Télloin siis on p,(z;) = 0.

Jakolaskun p,(z)/(z—2z1) tuloksena saadaan osamééré ¢, _1(z), joka on n—1-asteinen
polynomi, ja jakojadnnos r(z). Koska jakojaannos on alempaa astetta kuin jakaja,
on polynomin r(z) asteluku 0, ts. kyseessa on vakio: r(z) = r. Télléin on

pn(2) = (2 — 21)gn1(2) + 1.

Sijoittamalla tdhan 2z = 2z; saadaan r = 0, jolloin

pn(z) = (Z - Zl)Qn—l(z)a
ts. polynomi p,(z) on jaollinen tekijalla z — z;.
Askel voidaan toistaa: Jos n—1 > 0, polynomilla ¢,_1(z) on nollakohta 25 ja g,—1(%)
on jaollinen tekijalla z — zy. Talléin p,(z) = (z — 21)(2 — 22)¢n—2(2). Néin voidaan
jatkaa, kunnes paadytdaan yhtaloon

p(z) = (2= 21)(z2 — 22) ... (2 — 20)q0(2).

Polynomin ¢y(2) asteluku on 0, joten kyseessé on vakio eiké algebran peruslausetta
enad voida soveltaa. Oikeanpuolen kertolasku osoittaa, etté kyseessia on potenssin
2" kerroin, ts. qo(2) = ay.

Siis:

Pn(2) = an(z — 21)(2 — 22) ... (2 — 2zp).
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Luvut z1, 2z, ..., 2z, ovat polynomin p,(z) nollakohdat. Ndiden joukossa saattaa
olla yhtd suuria ja reaalisenkin polynomin tapauksessa ne saattavat kaikkikin olla
kompleksisia. Jos yhta suuret juuret lasketaan kertalukunsa mukaisesti, ts. otetaan
niin moneen kertaan kuin ne tekijoissd esiintyvdt, voidaan sanoa, ettd astetta n
olevalla polynomilla on n nollakohtaa.

Tarkkoja arvoja polynomin nollakohdille ei aina voida esittaé juurilausekkeina. Tun-
netusti toisen asteen polynomin nollakohdille on yksinkertaiset ratkaisukaavat. Kol-
mannen ja neljannen asteen polynomillakin on ratkaisukaavat, mutta kovin yksinker-
taisia ne eivit ole. Esimerkkiné olkoot kolmannen asteen yhtalén az®+bx?+cr+d =
0 ratkaisukaavat laskentaohjelma Mathematican antamina:

\?/ V/(27a2d — 9abe + 26%)* — 4 (b? — 3ac)® — 27a2d + Yabe — 203

e 3v/2a
_ V2 (3ac — b?) b
3a\3/ /(2724 — 9abe + 209) — 4 (0® — Bac)® — 27a%d + 9abe — 205 "
(1-iv3) \3/\/(27a2d — 9abe + 208)% — 4 (b2 — 3ac)® — 27a2d + 9abe — 2b°
To = —

6v/2a
(1 - 1\/§) (3ac — b?) b

-+ 5
3a

3- 22/3a\‘7\/(27a2d — 9abc 4 2b3)* — 4 (b2 — 3ac)” — 27a%d + 9abe — 203

(1+iv3) \/ V/(27a2d — 9abe + 263)* — 4 (b? — 3ac)® — 27a2d + Yabe — 203
e 6+/2a
(1-1V3) (3ac — 1?) b
3a

+

3- 22/3a\3/\/(27a2d — 9abc 4 2b3)* — 4 (b2 — 3ac)® — 27a2d + 9abe — 203

Viidennen ja korkeampien asteiden polynomien nollakohdille ei ole olemassa yleisia
algebrallisia (so. juurilausekkeisiin perustuvia) ratkaisukaavoja, kuten norjalainen
matemaatikko Niels Henrik Abel vuonna 1824 osoitti.

Mielivaltaisen tarkkoja numeerisia approksimaatioita nollakohdille voidaan kylla 16y-
taa.
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9 Reaalikertoimisen polynomin tekijoihin jako

Olkoon zj reaalikertoimisen polynomin p(z) = >}, a2* kompleksinen nollakohta.
Talloin on

p(z0) =0 eli > arzh = 0.
k=0

Siirtymall& puolittain liittolukuihin saadaan
n
> apzg =0,
k=0

koska summan ja tulon liittoluvut voidaan muodostaa termeittain ja tekijoittéin.
Polynomin reaalikertoimisuuden takia tamé saa muodon

n
Z aké(]f = 0,
k=0

Jos reaalikertoimisella polynomilla on nollakohtana kompleksiluku zo, myods liittoluku
Zo on polynomin nollakohta. Reaalikertoimisen polynomin kompleksiset nollakohdat
estintyvdt aina talld tavoin pareittain.

z — Zp ja z — Zp, joiden tulo on
- 2 - - 2 2
(z —20)(z — Z0) = 2° — (20 + 20)z + 2020 = 2° — 2(Re z9)z + |20]".
Téassa Re zp ja |z0| ovat reaalisia, joten kyseessé on reaalikertoiminen toisen asteen
tekija.
Siis:
Reaalikertoiminen polynomi voidaan aina jakaa enintddn toista astetta oleviin reaa-

likertoimisiin tekijothin. Reaalisia nollakohtia vastaavat ensimmdisen asteen tekijat,
nollakohtina olevia liittolukupareja vastaavat toisen asteen tekijat.

Esimerkki 1. Yhtilostd z* = 1 seuraa 22 = 1 ja 22 = —1 ja naisté edelleen yhtalon
juuret z; = 1, 20 = —1, z3 =i ja 24 = —i. Polynomin z* — 1 nollakohdat ovat siten

A —1=(z-D(z+1D(z—i)(z+i).

Kahden viimeisen tekijan tulo on reaalikertoiminen toisen asteen polynomi, jolloin
paastaan reaalikertoimiseen tekijoihin jakoon:

A1=(-1)(E+1D(E2+1).
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Esimerkki 2. Polynomin 2% + 64 nollakohdat eli juuren /—64 kaikki arvot ovat

21:\/§+i, 22:21, 23:—\/§+i,
Z4:—\/§—i, 25:—2i, Z6:\/§_1

Tassa on 24 = 23, 25 = 23 ja 2 = 21.

D 464=(2z—2)(z—2)(z—2)(z — %) (z—23)(z — Z).
Kun tekijat yhdistetadn pareittain, saadaan

(z—21)(z—7) = 22 — 232+ 4,
(z — 20)(2 — 22) = 2* + 4,
(2 — 23)(2 — Z3) = 22 4+ 232 + 4,

2464 = (22 +4)(22 +2V32 + 4)(2* — 2V3z + 4).

10 Eksponenttifunktio

Tavalliset reaalialueelta tunnetut alkeisfunktiot kuten eksponenttifunktio, logaritmi-
funktio ja trigonometriset sekd hyperboliset funktiot kaanteisfunktioineen voidaan
laajentaa kompleksitasoon. Lahtokohtana on télloin eksponenttifunktio, jolla on kai-
killa reaaliarvoilla x suppeneva Maclaurinin sarja:

oomk

emzzﬁ, x eR.
k=0

Luontevaa olisi asettaa kompleksisen eksponenttifunktion méaaritelmaksi

00 Zk
ef = Z H, z € C.
k=0 """

Talloin on kuitenkin vakuututtava sarjan suppenevuudesta.

Sarjan Y ;2 ar suppeneminen tarkoittaa, etta osasummilla s,, = >7}_, aj on raja-ar-
vo, kun n — oo. Cauchyn yleisen suppenemisehdon mukaan néin on, jos ja vain jos
mika tahansa maard p osasummaan kuulumattomia termeja an11, ani2, ..., Gnip
muuttaa osasumman arvoa sitd vihemman, mita suurempi indeksi n on. Tasmal-
lisemmin sanoen: Sarja suppenee, jos ja vain jos jokaista positiivilukua e kohden
loytyy indeksiraja ng siten, etta

n-+p

>,

k=n+1

< ¢ kaikilla p, kun n > ny.

14



Kompleksilukujen kolmioepayhtélon mukaan on

n+p k n+p k
DU Sl
k=n+1 k! k=n+1 k!

Oikeanpuolisessa lausekkeessa on kyse reaalisen eksponenttifunktion sarjasta muut-
tujana |z|, vasemmalla on itseisarvomerkkien sisilld kompleksisen sarjan vastaava
termi. Reaalisen sarjan suppenevuudesta johtuen oikea puoli tayttad Cauchyn sup-
penemisehdon vaatimuksen. Koska vasen puoli on enintéaén oikean puolen suuruinen,
kompleksinenkin sarja tayttda vaatimuksen indeksirajana sama ng.

Kompleksinen sarja siis suppenee kaikilla z € C, ja sen summaa voidaan ryhtyé
kutsumaan kompleksiseksi eksponenttifunktioksi merkintéana e® tai yhta hyvin exp z
(tai exp(z)).

Madérittely suppenevana sarjana ei kuitenkaan anna helppoa tapaa eksponenttifunk-
tion arvojen laskemiseen. Funktiolle saadaan kuitenkin varsin yksinkertainen lause-
ke, joka liséksi kytkee eksponenttifunktion ja trigonometriset funktiot ehkéa yllatta-
vallakin tavalla:

e* =e"(cosy +isiny), missd z =z + iy.

Tuloksen todistamiseksi on helpointa lahted kaavan oikeasta puolesta. Koska y on
reaalinen, voidaan siny ja cosy lausua reaalisina Maclaurinin sarjoina ja sijoittaa
néihin —1 = i%:

cosy +1isiny

i i% ok i 2’““ 2h+1
= v+ y
Z (2k)! = (2%k+1)!
:i(iy)f

= 7!

Saadut kaksi sarjaa voidaan viimeisessa vaiheessa yhdistda yhdeksi sarjaksi, jon-
ka parillisindeksiset termit saadaan edellisesté ja paritonindeksiset jalkimméisestéa
sarjasta.

Saatu tulos on kompleksisen eksponenttifunktion mairitelmin mukaisesti €. On
saatu Fulerin kaava:

e¥ =cosy +1isiny, missd y on reaalinen.

Sijoittamalla tahén y = 7 saadaan yhteys e™ = —1.

Viela pitaisi osoittaa, ettd e®el¥ = e, missd 2z = x+iy. Tamai on selvid, jos komplek-
sinen eksponenttifunktio noudattaa tavanomaista potenssien laskusaantoa. Saanto
on kuitenkin todistettava sarjaméaéritelmaédn perustuen.
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Todistus ei mitenkéan erityisesti perustu kompleksilukujen ominaisuuksiin, joten
lahtokohtana olkoon kaksi sarjaesitysta muuttujina u ja v:

k )

[e%¢} 7

u (%

L —_— ’U: _—
e = E k', € : jV
k=0 """ 7=0J"

Sarjojen kertominen keskenéddn vastaa summien kertomista: jokaisella toisen sarjan

termillé kerrotaan jokainen toisen sarjan termi ja tulot summeerataan. Termien tulot
kqd
v

ovat muotoa Koska termeja on aarettoman paljon, niiden summeeraus on

kgl
ongelmallista ja edellyttaa suppenemistarkasteluja. Sarjojen tulo muodostetaankin
ns. Cauchyn tulona®, missi summeeraus tapahtuu tietyssi jarjestyksessi:

ee /f' jz:
. 2 u3 u4 . U2 U3 U4
=(1+u+— 5 +€+ﬁ+...)x( +v+5+€+ﬁ+...)

=1+ (u+v) + 2(u® + 2uv + v°) + §(u® 4 3u*v + 3uv® + v°)
+ L (ut + Pv 4 600 + duv® +vt) +
> (u+v)k o
:Z< k:') =t
k=0 :

Termit on tassa summeerattu muuttujien v ja v yhteisen asteluvun mukaan: ensin
vakiotermi, sitten ensimméisen asteen termit, sitten toisen asteen jne. Tulos on
selvastikin eksponenttifunktiota maaritteleva sarja muuttujana u + v, ja potenssien
laskusaanto on siten todistettu patevaksi.

Kompleksisella eksponenttifunktiolla on siis ominaisuus

e* =e"(cosy +isiny), z=xz+1iy € C.
Tama on napakoordinaattiesitys, joka osoittaa, ettéa

|e*| =¢® ja arge®=y (mod 2m).

Edella oleva lasku osoittaa myos, ettd eksponenttifunktion laskusdannot ovat ylei-
sestikin voimassa: Kaikilla z1, zo € C pétee

efle?2 — pf1t22

®Sarjojen Y 7o ak ja Y peobr Cauchyn tulo esitetéiéin yleensé lausekkeena Y - Z?:o a;bi—j,

jolloin &arellisen monen termin summa c; = Z?:o a;jbi_; on sarjan k:s termi. Tahén on kerétty ne
tulot a;b;, joissa indeksien summa on vakio k. Esilld olevassa tapauksessa on c;, = Z?:o 1]‘—? % =
B ZJ 0 ( )uka I = %(u +v)*¥, missi (’;) = ﬁlj), on binomikerroin. Cauchyn tulossa syntyvén
sarjan suppeneminen edellyttad yleisessd tapauksessa joidenkin lidsehtojen voimassaoloa, mutta
potenssisarjojen tapauksessa ei ongelmia ole.
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Lukija osoittakoon, ettd myos 1/e* = e *.

Napakoordinaattiesityksestéd seuraa, ettd kompleksisella eksponenttifunktiolla on
jaksona 27i:

exp(z+27i) =expz eli et*™ =¢* kaikilla z € C.

11 Logaritmifunktio

Eksponenttifunktion jaksollisuudesta seuraa, ettd silld ei ilman méarittelyjoukon
rajoittamista voi olla kdanteisfunktiota. Tilanteen tarkempi tutkiminen perustuu
yhtaloon

e’ =2z, missdw=u-+1ivjaz=ux+iy.

Tasta pyritaan ratkaisemaan w.

Olkoon 7 = |z| ja ¢ = arg z. Yhtalo saa talloin napakoordinaateissa muodon
e“(cosv +isinv) = r(cos ¢ +isin ),
jolloin tulee olla
e“=r eli wu=logr=Iloglz| ja
v = @+ 2km = arg z + 2k7 jollakin arvolla k € Z.
Téssé log tarkoittaa reaalialueen luonnollista logaritmia.’
Kompleksiselle logaritmifunktiolle log z = w = u + iv saadaan siis lauseke
log z = log|z| +iarg z + 2kmi, k€ Z.
Jos k = 0, kyseessé on logaritmin pddhaara. Taméa on eksponenttifunktion
exp:{r+iy|zeR, —m<y<7n}—C\{0}

kaanteisfunktio. Jokaista arvoa k # 0 vastaten saadaan jokin logaritmifunktion si-
vuhaara. Nama ovat kédanteisfunktioita eksponenttifunktiolle, joka rajoitetaan jouk-
koon

{z+iy|zeR, —m+2kr <y <m+2knr}.

Jos ei toisin mainita, logaritmifunktiolla tarkoitetaan paahaaraa.
Kun eksponenttifunktiosta ja logaritmifunktiosta (paédhaarasta) muodostetaan yh-
distetty funktio, saadaan seuraavaa (z = x + iy):
exp(log z) = exp(log|z| + iarg z)
= ¢¢1¥l (cosarg 2 + isinarg 2) = |z|(cosarg z + isinarg z) = 2;
log(exp z) = log(e”(cosy + isiny))
= log(e”) +iarg(cosy +isiny) = x + i(y + 2km) jollakin k € Z.

SKompleksilukujen yhteydessi ei yleensi kiytet# funktionnimeni In, vaan log tarkoittaa aina luon-
nollista logaritmia.

17



Jalkimmaéisessa tapauksessa tulos ei valttamétta olekaan z, kuten funktio—kaéanteis-
funktio-parin tapauksessa pitéisi. Tulokseen z pééstéisiin valitsemalla sopiva loga-
ritmifunktion haara, joko paahaara tai jokin sivuhaara riippuen luvun z imaginaa-
riosasta y.

Seurauksena on, ettd kaikki logaritmin laskusdannot eivat sellaisinaan yleisty
kompleksitapaukseen. Olkoon esimerkiksi z; = —1 + 1 ja zo = i. Naiden tuloksi
saadaan 212z = —1 — i ja logaritmeiksi

3 3
log 21 = log V2 + izﬂ, log 2z = ig, log(z129) = log V2 — izﬂ.

Talloin on
log z1 + log 25 = log(2122) + 27,

jolloin onkin siirrytty logaritmifunktion sivuhaaralle.

Eksponenttifunktion ja logaritmifunktion kantalukuna ei kompleksitapauksessa
yleensé kaytetd muuta kuin Neperin lukua e. Tarvittaessa muut lausekkeet palau-
tetaan tahan tapaukseen. Taten esimerkiksi

it = ellogl _ e—7r/2‘

12 Trigonometriset ja hyperboliset funktiot

Eulerin kaavan mukaan on

e =cosx +isinz,
missd x on reaalinen. Koska sini on pariton funktio (sin(—z) = —sinx) ja kosini
parillinen (cos(—x) = cosz), on

e ¥ =cosx —isinzx.

Laskemalla yhtalot yhteen ja toisaalta vihentdmalld edellisestéd jalkimmaéinen saa-
daan

cosz = 3(e”+e ), sinz=5(e —e ).

Reaalinen sini ja reaalinen kosini on téaten lausuttu kompleksisen eksponenttifunk-
tion avulla.

Yhtalot antavat mahdollisuuden yleistaa sinin ja kosinin maaritelmat kompleksita-
soon:

sinz = (e —e ™), cosz = (e +e7%), z € C.
Hyperbolinen sini ja hyperbolinen kosini méaaritelladn jo reaalialueella eksponentti-

funktion avulla ja tdmé mééritelma on suoraan yleistettavissa kompleksialueelle:

sinhz = 5(e* —e™7), coshz = 3(e* +¢e7%), z € C.

N[

Funktioilla on talloin ldheinen yhteys. Esimerkiksi sin(iz) = isinh z, cos(iz) = cosh z.
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Kaanteisfunktiot arcsin, arccos, arsinh ja arcosh puolestaan voidaan lausua logarit-
min avulla. Esimerkiksi yhtalo

sinw=2z eli L(e"—e) =2
1

on toisen asteen yhtild, kun tuntemattomaksi otetaan €. Taméin ratkaisut ovat
e =iz + V1 — 22,

jolloin

w = —ilog(iz £ V1 — 2?)

toteuttaa yhtalon sinw = z. arcsin-funktion paahaaraksi on tapana kiinnittaa
w = arcsin z = —ilog(iz + V1 — 22),

miké sopii yhteen reaalisen arcsin-funktion kanssa.

Kompleksialueella kaikki transkendenttiset alkeisfunktiot on siten mahdollista pa-
lauttaa joko eksponenttifunktioon tai logaritmiin.
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