Simo K. Kivela

Ruprecht von der Pfalzin probleema

Ruprecht von der Pfalz oli 1600-luvulla eldnyt saksalais-englantilainen prinssi. Isé oli
saksalainen kuningas Fredrik V, &iti Englannin kuninkaan Jaakko I:n tytér. Ruprecht
eli nuoruutensa maanpaossa Hollannissa, mychempiné vuosinaan osallistui eri tavoin
vuosisadan levottomuuksiin, ennen muuta Englannissa tasavaltalaisten ja kuningas-
mielisten vilisiin taisteluihin. [1]

Sotajoukkojen johtamisen ohella Ruprecht oli kiinnostunut myos taiteista ja luon-
nontieteiden tutkimisesta. Hdnen nimensd on jadnyt eldm&dn Ruprecht von der
Pfalzin probleemassa:

Millainen reiké on tyostettavé (massiiviseen) kuutioon, jotta siitd voidaan tyontaa
lapi toinen samankokoinen kuutio?

Ensi ndkemalld tuntuu siltéd, ettd probleemalla ei voi olla ratkaisua. On kuitenkin
melko helppoa osoittaa, ettd ratkaisu on olemassa.

Ratkaisun olemassaolo

Asetetaan kuutio seisomaan kérjelleen vaakasuoralle tasolle. Télloin vastakkainen
kérki on tésmélleen seisontakérjen ylépuolella, ja jos kuutio projisioidaan yhden-
suuntaisprojektiolla kohtisuoraan vaakasuoralle tasolle, sen &diriviiva on sadnnolli-
nen kuusikulmio. (Kuva 1)

Kuva 1: Kiérjelladn seisova kuutio paéltda nahtyna. Alapuolella olevat sédrmét kat-
koviivoilla. Pisteviivoilla piirretty nelié on toinen samankokoinen kuutio, joka lepééa
sivutahkonsa varassa.

Sivusta katsottuna kuution oikea puolisko on kuvan 2 mukainen. Piste A on kuution
ylin ja B sen alin kérki, AC on kuution sdrmé, jonka pituudeksi yksinkertaisuuden



vuoksi oletetaan 1. Jana BC on kuution sivutahkon lavistdjé ja siis pituudeltaan
V2. Kuution avaruuslavistdjin AB pituus on V3. Koska kolmio ABC' on suorakul-
mainen, voidaan korkeusjanan pituus helposti laskea: h = \/g . Té&mé on kuvan 1
kuusikulmion ympéri piirretyn ympyran séde.
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Kuva 2: Kérjellaan seisovan kuution oikean puoliskon leikkaus. Pisteet A ja B ovat
ylin ja alin kérki, piste C' &arimméinen karki oikealla.

Kuvassa 1 pisteviivalla piirretty nelio esittdd kuutiota, joka lepaéd vaakasuoralla ta-
solla yhdella sivutahkollaan ja jonka sdrmén pituus on myos 1. Kun kuusikulmion
ympéri piirretyn ympyrén sidde h tunnetaan, on helppoa laskemalla todeta, ettd
nelio sopii kuusikulmion sisédn. Jos siis alkuperdiseen kuutioon tyostetdén lavisté-
jin AB suunnassa poikkileikkaukseltaan nelicnmuotoinen reiké, jossa nelion sivun
pituus on 1, voidaan tésté reidstd tyontad lapi toinen samankokoinen kuutio.

Reiillisen kuution havainnollistaminen geometrisesti

Vaikka kuva 1 esittddkin kuutiota ja siihen tyostettya reikdd sopivasta suunnasta
katsottuna, ei kuvan perusteella ole aivan helppoa péaatelld, milta reiédllinen kuutio
oikeastaan néyttdd. Voidaan myos kysyé, voitaisiinko reiké tyostédéd jossakin muus-
sakin kuin lavistdjdn suunnassa.

Havainnollisia kuvia voidaan muodostaa periaatteessa kahdella tavalla. Perinteinen
— jo muutamia vuosisatoja vanha — menettely perustuu sopivan yhdensuuntaispro-
jektiokuvan konstruoimiseen deskriptiivisen geometrian menetelmilld. Modernimpi
vaihtoehto on tietotekniikan hyddyntdminen, jolloin luontevin tyckalu on jokin kol-
miulotteisen geometrian késittelyyn sopiva ohjelmisto. Téllaisia ovat monet ns. ma-
temaattiset laskentaohjelmistot, mutta myos teollisuuden suunnittelutehtéivissa kéy-
tettavit CAD- (Computer Aided Design) ohjelmistot, joissa monien muiden ominai-
suuksien ohella on tyockalut geometristen konstruktioiden tekemiseen.



Mongen projektio, deskriptiivisen geometrian perustytkalu

Gaspard Monge oli Napoleonin aikalainen, upseeri ja matemaatikko, joka osallistui
Napoleonin sotaretkiin ja kehitti sotilaallista kayttod varten geometriset suunnit-
telumenetelmét, jotka kantavat hénen nime#ddn. Hén loi ndmé& jo ennen Ranskan
vallankumousta, mutta ne olivat sotasalaisuuksia ja julkaistiin vasta joitakin vuosia
vallankumouksen jalkeen. [2, 3]

Mongen projektiossa kohde — geometrinen tilanne, kappale, suunniteltava esine tai
laite — projisioidaan yhdensuuntaisprojektiolla kohtisuorasti toisaalta xy-tasoon,
toisaalta yz-tasoon. Edellistd kutsutaan perus-, jalkimmaista pystyprojektioksi. Kol-
mantena voi olla kohtisuora projektio xz-tasoon (sivuprojektio), mutta tiata harvoin
tarvitaan. (Kuva 3.)
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Kuva 3: Mongen projektion syntyminen

Kaikki kolme projektiota esitetdin samassa tasossa (piirustuspaperin tasossa) siten,
ettd perusprojektio kddnnetdéan y-akselin ympéri ja sivuprojektio z-akselin ympéri
yz-tasoon, jolloin syntyy kuvan 4 mukainen tilanne. Téssé on esitettyné vain yhden
pisteen projektiot, mutta isommat kohteet projisioidaan periaatteessa pisteittéin.

Kuvassa 5 on Ruprecht von der Pfalzin probleema ratkaistuna Mongen projektios-
sa. Alkuperdinen kuutio ndkyy perusprojektiossa 45°kierrettyna. Pystyprojektiossa
nédytetddn, miten kuutio projisioidaan kohtisuorasti kaltevalle tasolle. Tamén kalte-
vuuskulmaa voidaan helposti muuttaa eiké se kuvassa olekaan sellainen, etti proji-
siointisuunta olisi sama kuin kuution lavistédjéan suunta. Kalteva taso leikkaa xy-tasoa
pitkin x-akselin suuntaista suoraa ja se kierretddn xy-tasoon tdmén suoran ympé-
ri. T&ll6in perusprojektion puolelle saadaan nékyviin kuution projektio kaltevaan
tasoon. Tamén sisddn mahtuu nelio, jonka sivu on yhté pitkd kuin kuution sdrmé.
Néin on osoitettu, ettd valitussa suunnassa kuutioon voidaan tyostéda reikd, josta
samankokoinen kuutio mahtuu lépi. Viitteessi [4] on sama ratkaisu Java-sovelmana.
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Kuva 4: Mongen projektion perus-, pysty- ja sivuprojektio

Havainnollista kuvaa reiéllisestd kuutiosta ei téssdkaédn ole saatu. Kéaytettiavissd on
kuitenkin kolmekin yhdensuuntaisprojektioprojektiokuvaa reidllisesté kuutiosta.

Kuva 5: Ruprecht von der Pfalzin probleeman ratkaisu Mongen projektiossa



Schmidin—Eckhartin menetelméi

Havainnollinenkin kuva kuutiosta on mahdollista saada suhteellisen yksinkertaisella
piirtdmismenettelylla.

1900-luvun alkupuolella itdvaltalaiset Th. Schmid ja L. Eckhart esittivéit menetel-
mén, jolla kohteen kahden projektiokuvan perusteella voidaan muodostaa uusi yh-
densuuntaisprojektiokuva kohteesta. Lahtokohtana olevat projektiokuvat asetetaan
piirustustasoon sopivaan asemaan ja kumpaakin kuvaa varten valitaan kiinted suun-
ta; ndmaé eivit saa olla yhdensuuntaiset. Tietyn pisteen kuvapiste uudessa kuvassa
saadaan asettamalla suuntien mukaiset suorat alkuperiisten kuvien vastinpisteiden
kautta ja madrittaméalla nédiden leikkauspiste. Uusi kuva voidaan télla tavoin piirtda
piste pisteelta.

/
o

Kuva 6: Ruprecht von der Pfalzin probleeman ratkaisu Schmidin-Eckhartin mene-
telmalla laadittuna

Léhtokohtana olevat kuvat voidaan periaatteessa asettaa mihin tahansa asemaan
ja suunnat valita miten tahansa. Tuloksena syntyy yleenséd uusi yhdensuuntaispro-
jektiokuva kohteesta; erikoistapauksessa se voi litistyéd suoraksi. Kuva voi kuitenkin
liittyd niin vinoon yhdensuuntaisprojektioon (jossa projektioside ei ole kohtisuo-
rassa kuvatasoa vastaan), ettd se ei ole kovin havainnollinen. Sopivien asemien ja
suuntien méadrittdmiseen on kuitenkin olemassa menetelmaét.

Kuva 6 esittéé reidllisen kuution kuvan konstruoimisen ldhtemélld kahdesta Mongen
projektion avulla saadusta projektiokuvasta.

Tarkempia tietoja Schmidin—Eckhartin menetelmésté, joka saksaksi tunnetaan ni-
milld Finschneideverfahren ja SchnellriBverfahren, on loydettavissé viitteista [6, 5].
Jalkimmaisessd on Java-sovelma, jolla asetteluja ja suuntia voidaan muuttaa.



Reiillisen kuution havainnollistaminen laskemalla

Edella esitetty menettely on luonteeltaan geometrinen, piirtdmiseen perustuva. Tie-
totekniikan kdytto on pikemminkin algebrallista, usein varsin vaativaan laskemiseen
perustuvaa.

Kuva 7 esittdd Ruprecht von der Pfalzin probleeman ratkaisua, joka on laskettu ja
piirretty laskentaohjelma Mathematicalla [7].

Kuva 7: Mathematicalla tehty Ruprecht von der Pfalzin probleeman ratkaisu

Kuvaa varten laadittu koodi on annettu alla. Kuutio on téllin asetettu siten, etté
sen keskipiste on origossa, sirmét akseleiden suuntaisia ja sdrmén pituus = 2.

n=9{1, 1, a}; h = {1, 1, 03};

rtk = Solve[ArcCos[n.h/Sqrt[n.n]/Sqrt[h.h]] == 25 Degree, al // N;

n = n/Sqrtln.n] /. rtk[[2]];

k = {0, 0, 1%};

ex = Cross[k, n]; ex = ex/Sqrtlex.ex]; ey = Cross[n, ex];

rtk = Solve[{x, y, z} == a ex + b ey + c n, {a, b, c}];

reika = Max[Abs[a], Abs([bl] /. rtk[[1]];

kuutio = Max[Abs[x], Abs[yl, Abs[z]];

kuval = ContourPlot3D[reika == 1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}, {z, -2, 2},
RegionFunction -> Function[{x, y, z}, kuutio <= 1], Mesh -> None,
BoundaryStyle -> Automatic, ContourStyle -> Opacity[0.8],
Lighting -> "Neutral",
ColorFunction -> Function[{x, y, z}, GrayLevel[0.5]]1];

kuva2 = ContourPlot3D[kuutio == 1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}, {z, -2, 2},
RegionFunction -> Function[{x, y, z}, reika >= 1], Mesh -> None,
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BoundaryStyle -> Automatic, ContourStyle -> Opacityl[0.8],
Lighting -> "Neutral",

ColorFunction -> Function[{x, y, z}, GrayLevel[0.5]1];
rkuva = Show[kuval, kuva2, Boxed -> False, Axes -> None,

ImageSize -> 600, ViewPoint -> {-30, 10, 61}]

Koodin muuttujien merkitykset ovat seuraavat:

e Vektori 77 ilmoittaa tyostettavin reiin suunnan. Parametri a on maarétty siten,
ettéd kaltevuuskulma vaakatasoon (vektori h) ndhden on 25°.

e Vektorit € ja €, ilmoittavat reiéin poikkileikkausnelion sivujen suunnat. €,
€, ja 1 ovat yksikkovektoreita. k on pystysuora vektori, jota tarvitaan ndiden
laskemisessa.

e Kuution pinta mééritellddn yhtalollda max{|z|, |y|, |z|} = 1. Vastaavalla taval-
la méaritellddn tyostettdvéin reiin pinta muodossa max{|al,|b|} = 1, missi
muuttujille a ja b on ensin laskettu lausekkeet (jalkimméinen muuttuja rtk).

e Muuttuja kuval esittdéd tyostettdvan reidn pintaa niiltd osin kuin se sijaitsee
kuution sisédlld ja kuva2 kuution pinnan niitd osia, jotka jaavét jéljelle, kun
reikd on tyostetty. Yhdistdmallda ndmé& muuttujaan ruprkuva saadaan kuva 7.
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