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Algebran peruslause

Algebran peruslauseen mukaan jokaisella vahintdan ensimméi sta astetta olevalla polynomilla
P =anZ"+an 12" +an 22"+ .+ Z+a

on ainakin yksi nollakohta kompleksitasossa. Kertoimet a, ovat reaali- tai kompleksilukuja. Lauseen todisti Carl Friedrich Gauss

esittéd eréén todistuksen idean ja on melko hel posti tdydennettévissa varsinaiseksi todistukseksi.

Demonstraation taso on kompleksitaso. Vihred ympyraon origokeskinen r-séteinen ympyrg, jonka sdetté voidaan séétéa liukuséé-
timell& Tarkastelun kohteeksi valitaan valikosta jokin polynomi; tdma on funktio kompleksitasosta kompleksitasoon. Musta kéyra
on témén funktion vihredstd ympyrésté antama kuva. Vihredn pisteen kuva puolestaan on punainen piste. Vihreén pisteen
napakulma valilla [0, 2 on parametri t, jota voidaan muuttaa liukusédtimelléd Tallodin vihred piste kulkee pitkin vihreda

kompleksilukuina.

Koska vihrean ympyrén kuvakdyré voi olla polynomista ja sdteesta r riippuen olla aika lagjakin, on kéytettévissa kolmas
liukus&adin, jolla voidaan muuttaa kuva-alueen kokoa
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Algebran peruslauseen todistus voidaan esittéa vaiheittain seuraavasti:
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1) Voidaan olettaa, ettd ag = 0. Jos nimittdin on ag = 0, niin yhtal6l1& on nollakohta z= 0. VVoidaan my&s olettaa, ettd a, = 1, silla
polynomin nollakohdat eivét muutu, jos polynomi kerrotaan vakiolla.

2) Valitse tarkasteltavaksi polynomi p(2) = 2°. Talldin vihre&n ympyrén kuva on ympyré siteesta r riippumatta ja vihredn pisteen

kiertdessd vihredn ympyran kerran, punainen piste tekee viisi kierrosta. Kokeile! Osoita analyyttisesti: Jos polynomi on Z",
punainen piste tekee n kierrosta.

3) Vditee p(9 =2 + % 7 + z— 1. Tama on kolmannen asteen polynomi. Jos kyseessi olisi pelkastaan polynomi 23, yhté vihreén
pisteen kierrosta vastaisi punaisen pisteen kierto origon ympéri kolmeen kertaan. Totea, ettd myds téssa tapauksessa punainen
piste kiertd& origon kolmeen kertaan, kunhan r on valittu kyllin suureksi. TAméa johtuu siitd, etta termi g Z+z-1onitseisar-
voltaan pienempi kuin | z | = r3, kunr valitaan kyllin suureksi. Vertaa tilanteeseen, jossa kuljet koiran kanssa origon ympéi
etéisyydellar® origosta. Jos koiran hihnan pituus on ale r3, se kiertaé origon yht& moneen kertaan kuin sind riippumatta siita,

miten se mutkittelee. Osoita analyyttisesti: Edelléd sanottu pdtee myds astetta n olevalle reaali- tai kompleksikertoimiselle
polynomille.

4) Pienenna sadetta r. Koskaag = 0, musta kéyré kutistuu pisteeseen ap ja origo jaé jossakin vaiheessa sen ulkopuolelle.

5) Koska mustan kéyran kutistuminen on jatkuvaa (ilman hyppyjatai kéyran katkeamista), jollakin arvollar sen tulee kulkea
origon kautta. Tall6in punainen piste voidaan siirtéé origoon parametria t muuttamalla, ts. funktion arvo tulee nollaksi. Vastaava
vihred piste antaa funktion nollakohdan. Polynomilla on siis ainakin yksi nollakohta! Ongelma: Tulos on havainnollisesti
gatellen ilmeinen, mutta mika olisi se kdyradn muuntumista (kutistumista) koskeva lause, joka takaa, etté origon kautta kulkeva

kéyraloytyy?

6) Maarita demonstraation avulla polynomin 28 + g 72 + z—1 nollakohtien likiarvot hakemalla sopivar ja sopivat kussakin

tapauksessa. Sédtimiar jat padsee siirtéaméén yhden sadasosan tarkkuudella napauttamalla ensin ségtimien oikealla puolella
olevaa plusmerkkig, jolloin aukeaa |isda sédtomahdol lisuuksia.

m Tehtéva

Tutki muiden valikossa olevien polynomien nollakohtia vastaavalla tavalla ja méérité kokeilemalla niiden nollakohdat. Ratkaise
my s nollakohtien tarkat arvot mahdollisuuksien mukaan.



