Simo Kivel§, 23.2.2009

Funktion jatkuvuus

Funktion f sanotaan olevan jatkuva pisteessa a, jos seuraava ehto pétee:
V(Ee>03@6>0(|x-al <é=>|fx-f@]| <e).

Toisin sanoen: Jokaista positiivilukua e kohden tulee 16ytyé sellainen positiiviluku 6, etté jos muuttujan arvojen x ja a etdisyyson
pienempi kuin ¢, on vastaavien funktionarvojen etdisyys pienempi kuin e. Funktionarvot tulee siis voida puristaa miten |&helle
toisiaan tahansa puristamalla muuttujien arvot riittdvan [ahelle toisiaan.

e =epsilon, § = delta.

Kyseessa on peli: Mina annan sinulle epsilonin. Sinun on onnistuttava antamaan jokin delta, jolla ehto toteutuu. Jos yhdenkin
epsilonin kohdalla epdonnistut, funktio e ole jatkuva.

Seuraava interaktiivinen animaatio pyrkii havainnollistamaan téta. Tarkasteltava funktio voidaan valita muutaman funktion
kokoelmasta; kolme néista on jatkuvia, kaksi epdjatkuvia tarkastel upistessi a = 0. Tarkastel upistetta voidaan muuttaakin.

Varsinainen peli muodostuu siten, etté ensin valitaan liukusagtimella jokin . Taman jalkeen etsitdan liukusaadinta kayttéen
valittuun lukuun e sopivaé. Vasemman ylénurkan tépl& on punainen, jos ¢ ei toteuta vaadittua ehtoa, ja muuttuu vihredksi, kun 6
kelpaa. Luku 6 ei ole yksikésitteinen: jos jokin luku kelpaa, myds sité pienemmét luvut kel paavat.

Kuviossavihredt viivat rajaavat funktionarvon f (a) e-siteistd ympéristod, punaiset viivat vastaavasti muuttujanarvon a ¢-séteista
ymparistoa
Jos funktio on pisteessd a jatkuva, mité tahansa lukua ¢ vastaava ¢ 16ytyy. Jos funktio on epgjatkuva, on olemassajokin ¢ (yleensa

pieni), jota vastaavaa kelvollistalukua ¢ ei 18ydy. Epdjatkuvan funktion tapauksessakin riittdvan isoja lukuja e vastaamaan usein
|6ytyy kelvollinen §; oleellista onkin, 10ytyyko d jokaiselle luvulle e.
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= Tehtavia

1) Mé&rita kuvion perusteella luvun ¢ arvoja 0.1, 0.2, 0.3, ... vastaavat mahdollisimman suuret luvut 6, mikai téllaiset ovat
olemassa. Tarkastel e erikseen jokaista animaati ossa médriteltya funktiota,

2) Millaluvun ¢ arvoillavastaava § |6ytyy animaation epdj atkuvuustapauksissa?
3) Onko mahdollista mééritel1a epdjatkuva funktio, jolla mitéan lukua e kohden ei 18ydy vastaavaa lukua §?

4) Lukujen ¢ ja 6 vdisen analyyttisen riippuvuuden etsiminen johtaa yleensa suhteellisen hankalaan epayhtédiden késittelyyn.
Y ksinkertai sessa tapauksessa tamé voi olla helppoakin: M&érita ¢ funktionaluvustae, kun f(x) = 3| x|, a = 0.
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= Huomautus

Animaatiossa luvun ¢ kel poisuus tarkistetaan numeerisesti laskemalla pisteen a ¢-sétei sessé ympéristossa sata tasavalista funktion
arvoa. Lukujen ¢ ja ¢ valistd anayyttistariippuvuutta el siis etsitéd. Talldin saavutettava tarkkuus lienee yleensa riittéva, vaikka
ehka onkin mahdollista ldytaa esimerkkej§, joissa menetelmé antaa vaaria tuloksia.



