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Planeettaliike

Gravitaatiolain mukaan kiinted& Aurinkoa kiertévaan planeettaan kohdistuu voima
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missa M on Auringon massa, M planeetan massa, G gravitaatiovakio, 4 Auringosta planeettaan osoittava vektori ja I' tdméan
pituus. Miinusmerkki osoittaa, etté kyseessd on vetovoima, ts. Aurinko vetda planeettaa puoleensa. Jos systeemissd on kaksi
planeettaa, myds néiden keskindinen vetovoimaon otettava huomioon. Planeettoihin kohdistuvat voimat ovat télloin
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missé My ja My ovat planeettojen massat sekaf)l ja?z niiden paikkavektorit.

Y ksinkertaisuuden vuoks voidaan merkita G = M = 1, mika ei muuta tilannetta kvalitatiivisesti. Koska Newtonin lain
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mukaanon F = MT”, saadaan planeetoille liikeyhtdl 6t
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Jos oletetaan, ett& planeetat kiertavat samassa tasossa, vektoreillal'1 ja I'o on kaksi komponenttia. Tall6in kyseessa on neljan
skalaarisen toisen kertaluvun differentiaaliyhtél 6n muodostamaryhméa

Ryhmén ratkaisuna saadaan kummankin planeetan sijainti (x- ja y-koordinaatit) gjan funktioina. Ratkaisu on yksikasitteinen, kun

kiinnitetéan alkutilanne: kummankin planeetan sijainti ja nopeus (vektorina) alkuhetkelld. Skalaarisia alkuehtoja on siten kaikki-
aan kahdeksan.

Alla olevassa demonstraatiossa voidaan vasemmalla olevassa asetuspaneelissa muuttaa planeettojen massoja ja alkuehtoja.
Oikedlla puolella olevista grafiikoista ylempi esittéd vastaavat planeettojen radat, alempi planeettojen liike-energiat gjan funk-
tiona. Ne saadaan etsimdlla differentiaaliyhtal éryhmale ratkai su numeerisesti. Paneelissa voidaan muuttaa laskentavélia ja kuva-
aaa.

K okonaisenergia-painikkeesta avautuu uusi ikkuna, jossa on esitettyna planeettasysteemin kokonaisenergia gjan funktiona.
Fysikaalisesti tdmén pitdisi olla vakio, mutta koska differentiaaliyhtal dryhman numeerinen ratkaisu on likimaéréinen, ei kokon
aisenergia pysy taysin vakiona. Kovin suurta vaihtelua ei kuitenkaan esiinny, miké antaa aiheen uskoa numeerisen ratkaisun
melko hyvéaan tarkkuuteen.

Demonstraation tilanne on idealisoitu ja epatarkka useastakin syysta
1) Planeettojen on ol etettu liikkuvan samassa tasossa, ei kol miul ottei sessa avaruudessa.

2) Aurinko oletetaan kiintedksi, vaikka planeettojen vetovoi mavaikuttaa my6s Auringon sijaintiin.
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3) Differentiaaiyhtédlon numeerinen ratkaiseminen on luonteeltaan approksimatiivista, ts. kaytetystd menetelmésta aiheutuu

virhettd, joka pyrkii yleensd kumuloitumaan. Mité pidemmaélle aikavélille ratkaisua haetaan, sitd suuremmaksi virhe yleensa
kasvaa.

4) Planesttaliike on tietyissa tilanteissa epastabiilia: pienet erot alkuarvoissata pienet virheet laskennassa voivat johtaa lyhyel-
l&kin aikavalilla katastrofaalisesti erilaisiin ratakayriin.

Kvalitatiivisesti oikean kuvan planeettojen mahdollisistaradoista demonstraatio kuitenkin antaa..

Asetuspaneelissa on kunkin sdétimen oikealla puolella plusmerkki, jota napauttamalla aukeaa sydtekenttd sekd muutamia sé&-
timi& Syotekenttddn voi sy6ttda halutun arvon halutulla tarkkuudella.

Oikeassa ylanurkassa grafiikan yl&puolella on plusmerkki, jonka takaa |6ytyy muutama valmiiksi méaritelty esimerkki. Nama
voidaan ottaa |&htékohdiksi planeettaliiketta tutkittaessa.
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= Tehtavia

1) Miksi aloituskonfiguraatiossa toisen planeetan liike-energia vaihtelee voimakkaasti, mutta toisen planeetan liike-energia on
likimain vakio?

2) Aseta kummankin planeetan massa nollaksi, jolloin planeettojen vélinen vuorovaikutus katoaa ja kumpikin liikkuu toisesta
riippumatta. (Miksi?) Millaisia planeettojen radat téll6in ovat?

3) Tutki valmiiksi méériteltyjen esimerkkien avulla tai muulla tavalla, millaisia ratoja syntyy, jos planeetat liikkuvat yhteisen
massakeski pisteensd ympéri. Miten planeettojen massojen suhde vaikuttaa liikkeeseen?

4) Tutki valmiiks méériteltyjen esimerkkien avulla tai muulla tavoin, millaisia ratoja syntyy, jos planeetat 18hes térmaavét
toisiinsa
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5) Annatoiselle planeetalle alkuehdot, jotka vievét sen suoraan Aurinkoon, ja héiritse liiketta 18hell& olevalla toisella planeetalla.
Millaisiaratoja syntyy?Miten ndmériippuvat hairitsevasté planeetasta?

6) Etsi tilanne, jossa planeetat ovat alussa melkein samassa pisteessa ja niiden radat ovat aluksi x-akselin suhteen symmetrisia,
mutta planeettojen kohdattua uudelleen toinen jaa stabiilille radalle ja toinen poistuu d&rettdmyyteen.

7) Tutki systeemin kokonaisenergiaaeri tapauksissa. Miten tarkoin tdma pysyy vakiona?



