Simo K. Kivelg, 7.7.2010

Varahtelyprobleema

Klassisessa varahtel yprobleemassa on tapana tarkastella systeemid, joka muodostuu kierrejouseen ripustetusta kappal eesta. Jousi
on yldpaastaan kiinnitetty kiintedan rakenteeseen:
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Jos kappaleen massa on mja jousen jaykkyyttakuvaa vakio k (jousivakio), voidaan kappal een pystysuoravérahtelyliike mallintaa
differentiaaliyhtélolla

mx”(t) = -k x(t),
missa x(t) kuvaa kappal een pystysuoraa poikkeamaa tasapai noasemasta gjan funktiona.

Tall6in on oletettu, etté véliaine el aiheuta vastusta kappaleen liikkeelle. Jos sen sijaan kappale vérahtelee esimerkiksi vesiasti-
assa, tarvitaan véliaineen vastuksesta aiheutuva lisdtermi. Vastus on luonnollista mallintaa siten, etté se on verrannollinen
kappaleen nopeuteen, jolloin differentiaaliyhté 6 saa muodon

mx”’(t) = —c X (t) — k x(t).
Tama on lineaarinen ja homogeeni nen vakiokertoiminen toisen kertaluvun differentiaaliyhtél o.

Kappaleeseen voidaan kohdistaa myds ulkoinen jaksollinen voima, joka voimistaa tai hillitsee kappaleen liiketta. Jos voiman
amplitudi on F jataajuus w, saadaan differentiaaliyhtél 66n vielayksi lisétermi:

mx’(t) = —cX(t) — k x(t) + F sin(wt).
Y htél 6sté on téll6in tullut epdhomogeeninen.

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtél6n ratkaisussa on yleensd kaksi médéréamatonta vakiota. Jotta ratkaisu olisi yksikéasitteinen,
ts. vakioille saadaan mééritetyksi arvot, tarvitaan lisdehtoja. Luonnollisimmin ndma ovat alkuehtoja, jotka kuvaavat varahtelevan
kappaleen tilan alkuhetkellat = 0: annetaan kappaleen sijainnin ja nopeuden alkuarvot x(0) ja x'(0).

Alla olevasta paneelista voidaan asettaa alkuarvot ja yhtdl 6n vakioiden arvot. Lisaksi voidaan muuttaa graafisten esitysten alueita.
Jokaisen sdétimen kohdalla oikealla on plusmerkki, jota napauttamalla aukeaa syéterivi: sédtimelle voidaan antaa lukuarvo,
muuttaa arvoa askelittain tai kdynnistéa séétimen animointi.

Paneelin ala on kolme painiketta, joista voidaan avata omaan ikkunaansa seuraavat grafiikat:
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1) Varahtely esittda funktion x(t), ts. kappaleen sijainnin gjan funktiona. Kuvagja muuttuu, kun alkuarvojatai vakioita muute-
taan. Grafiikan alla on nahtavissa kaksi systeemia karakterisoivaa lukuarvoa: Lauseke ¢ — 4mk kuvaa vapaan systeemin

kayttaytymistg arvo O erottaa kvalitatiivisesti erilaiset lilkemoodit. Vakio vV k/m on systeemin ominaistagjuus. Lukuarvoistaon
apua etsittdessa varahtelyjen karakteristisiapiirteita

2) Energia esittda systeemin kokonai senergian (kineettisen ja potentiaalienergian summaa) gjan funktiona. Myo6s tdma muuttuu,
kun alkuarvojatai vakioita muutetaan.

3) Animaatio ndyttd&a kappaleen liikkeen. Tama kaynnistetdan ja pysdytetdén yléreunassa olevista painikkeista. Animaation
aikavdi on sama kuin kahdessa muussa grafiikassa.

Seuraavan rivin painikkeilla voidaan asettaa kolmen esimerkin alkuarvot ja palauttaa al kuperai set
akuarvot. N&ita tarkastel taessa on syytaaluksi saétéa grafiikkojen alueet sopiviksi.

Alimman rivin pr i nt -painikkeella voidaan tul ostaa paneelin alapuol elle senhetkiset vakioiden arvot.

Pelkéastéan lukuarvoja muuttelemallavoi olla vaikeata tutkia systeemin kyttaytymista Tété tekstid lagjempi aiheeseen perehtymi-
nen on tarpeen. Grafiikoiden alapuolella on muutama harjoitustehtéva.



Alkuehdot
M

x(0) J 2.65

' M
X'(0) U 2.
Vakiot

M
m U 0.5
c :D 0.3
(M
k U 5.
F GO 0.
o =0 :
Kuvan koko
M

X U 12.4
Yvarshtely D 3.12
Yenergia G 21.3
c2-4mk = -9.91
VK /m = 3.16228
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1) Tutki, miten systeemin kayttaytyminen muuttuu, kun vakio ¢ — 4 mk muuttuu negatiivisesta positiiviseksi. Kuinka monta

kertaa funktion x(t) merkki voi vaihtua vakion eri arvoilla?
2) Miten kappaleen massa ja jousen jaykkyysvaikuttavat varahtelyyn, jos vaimennustaei ole?

3) Missa tapauksi ssa systeemin kokonaisenergiaon vakio?

tamaon kvalitatiivisesti selitettévissa?

5) Millainen ulkoisen voiman on oltava, jotta systeemin kokonaisenergia kasvaisi rajatta? Tarkastele tapausta esi n2. Onko

rgjaton kasvu mahdollista, jos systeemidvamennetaan?

6) Tarkastele tapausta esi nB, jossa systeemin amplitudi vaihtelee jaksollisesti. Millaisessa tilanteessa téllainen ilmi6 syntyy?

Miten vérahtely kayttaytyy, jos systeemia vaimennetaan?
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7) Tutki vaimennettua systeemid, jossa kappaleeseen vaikuttaa ulkoinen jaksollinen voima. Miten systeemi kéyttaytyy ajan
kuluessa? Millainen vaikutus alkuehdoilla on?

8) Ratkaise differentiaaliyhtal 6 analyyttisesti eri tapauksissa ja tutki, miten edellé kasitellyt tapaukset ilmenevét analyyttisesta
ratkai susta.
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Varahtely
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Animaatio
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