
Väkiluvun ennustaminen
Ennustetaan Suomen väkiluvun kehitystä sovittamalla vuosien 1910–2000 väkilukutilastoihin eriasteisia polynomeja
pienimmän neliösumman menetelmällä.

Suomen väkiluku tuhansina kymmenen vuoden välein vuodesta 1910 vuoteen 2000:

In[1]:= tilastot = 881, 2943.4<, 82, 3147.6<, 83, 3462.7<, 84, 3695.6<, 85, 4029.8<,
86, 4446.2<, 87, 4598.3<, 88, 4787.7<, 89, 4998.5<, 810, 5181.1<<;

Esitetään tilastot graafisesti.

In[2]:= vuodet = 8881, 1910<, 82, 1920<, 83, 1930<, 84, 1940<, 85, 1950<, 86, 1960<, 87, 1970<,
88, 1980<, 89, 1990<, 810, 2000<, 811, 2010<, 812, 2020<, 813, 2030<<, Automatic<;

In[3]:= pisteet = ListPlot@tilastot, AxesOrigin −> 80.8, 2900<,
PlotStyle −> PointSize@0.015D, Ticks −> vuodet, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[3]= h Graphics h

Kun  polynomien  sovitus  tehdään  käyttäen  pienimmän  neliösumman  menetelmää,  pyritään  minimoimaan  kunkin
vuoden väkiluvun ja polynomin arvon erotuksen neliöiden summa.

Sovitetaan nyt aineistoon toisen asteen polynomi (vakiotermin kerroin k0, ensimmäisen asteen termin kerroin k1 ja
toisen asteen termin kerroin k2). Tehdään ensin matriisi A ja vektori b seuraavasti:
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In[4]:= A = Table@Table@tilastot@@i, 1DD^j, 8j, 0, 2<D, 8i, 1, 10<D;
MatrixForm@AD

Out[5]//MatrixForm=
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1 1 1
1 2 4
1 3 9
1 4 16
1 5 25
1 6 36
1 7 49
1 8 64
1 9 81
1 10 100

y

{
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In[6]:= b = tilastot@@All, 2DD;
MatrixForm@bD

Out[7]//MatrixForm=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj
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3695.6
4029.8
4446.2
4598.3
4787.7
4998.5
5181.1
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In[8]:= k = 8k0, k1, k2<;

Pienin neliösumma saadaan minimoimalla normi »» Ak - b »».

In[9]:= Norm@A.k − bD

Out[9]=
,HAbs@−2943.4 + k0 + k1 + k2D2 + Abs@−3147.6 + k0 + 2 k1 + 4 k2D2 +

Abs@−3462.7 + k0 + 3 k1 + 9 k2D2 + Abs@−3695.6 + k0 + 4 k1 + 16 k2D2 +

Abs@−4029.8 + k0 + 5 k1 + 25 k2D2 + Abs@−4446.2 + k0 + 6 k1 + 36 k2D2 +

Abs@−4598.3 + k0 + 7 k1 + 49 k2D2 + Abs@−4787.7 + k0 + 8 k1 + 64 k2D2 +

Abs@−4998.5 + k0 + 9 k1 + 81 k2D2 + Abs@−5181.1 + k0 + 10 k1 + 100 k2D2L

In[10]:= FindMinimum@Norm@A.k − bD, 88k0, 1<, 8k1, 1<, 8k2, 1<<D

Out[10]= 8187.535, 8k0 → 2534.51, k1 → 342.871, k2 → −7.56401<<

Siis parhaiten dataan sopiva toisen asteen polynomi on -7.56401 x2 + 342.871 x + 2534.51.

Tämän minimointitehtävän voi tehdä myös ratkaisemalla yhtälön AT  A k = AT  b.

In[11]:= Solve@Transpose@AD.A.k m Transpose@AD.b, kD

Out[11]= 88k0 → 2534.51, k1 → 342.871, k2 → −7.56402<<

Mathematicassa pienimmän neliösumman mukaisen sovituksen saa edellisiä tapoja helpommin komennon Fit avulla.
Komennon ensimmäinen argumentti on aineisto, johon sovitetaan toisena argumenttina annettujen funktioiden lineaariy-
hdistely pienimmän neliösumman menetelmällä. Komennon viimeinen argumentti kertoo muuttujan.
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In[12]:= fit0 = Fit@tilastot, 1, xD
fit1 = Fit@tilastot, 81, x<, xD
fit2 = Fit@tilastot, 81, x, x^2<, xD
fit3 = Fit@tilastot, 81, x, x^2, x^3<, xD
fit4 = Fit@tilastot, Table@x^ i, 8i, 0, 4<D, xD
fit5 = Fit@tilastot, Table@x^ i, 8i, 0, 5<D, xD
fit6 = Fit@tilastot, Table@x^ i, 8i, 0, 6<D, xD
fit7 = Fit@tilastot, Table@x^ i, 8i, 0, 7<D, xD
fit8 = Fit@tilastot, Table@x^ i, 8i, 0, 8<D, xD

Out[12]= 4129.09

Out[13]= 2700.92 + 259.667 x

Out[14]= 2534.51 + 342.871 x − 7.56402 x2

Out[15]= 2722.59 + 176.056 x + 28.6049 x2 − 2.19206 x3

Out[16]= 2933.58 − 94.4375 x + 127.581 x2 − 15.7167 x3 + 0.614758 x4

Out[17]= 2701.35 + 288.387 x − 73.3859 x2 + 29.2132 x3 − 3.85117 x4 + 0.162397 x5

Out[18]= 2365.86 + 950.328 x − 525.071 x2 + 171.956 x3 − 26.6031 x4 + 1.93661 x5 − 0.0537639 x6

Out[19]= 4721.66 − 4366.78 x + 3890.77 x2 − 1633.61 x3 +

375.246 x4 − 47.6089 x5 + 3.12195 x6 − 0.082486 x7

Out[20]= 9047.48 − 15210.6 x + 14366.5 x2 − 6853.44 x3 +

1868.69 x4 − 302.246 x5 + 28.6563 x6 − 1.47091 x7 + 0.0315551 x8

Piirretään polynomien kuvaajat.

In[21]:= Needs@"Graphics`Colors`"D;
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In[22]:= plot0 = Plot@8fit0<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> LightBlue, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[22]= h Graphics h

In[23]:= plot1 = Plot@8fit1<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> Red, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[23]= h Graphics h
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In[24]:= plot2 = Plot@8fit2<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> Orange, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[24]= h Graphics h

In[25]:= plot3 = Plot@8fit3<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> Green, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[25]= h Graphics h
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In[26]:= plot4 = Plot@8fit4<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> Blue, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[26]= h Graphics h

In[27]:= plot5 = Plot@8fit5<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> Magenta, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[27]= h Graphics h
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In[28]:= plot6 = Plot@8fit6<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> Cyan, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[28]= h Graphics h

In[29]:= plot7 = Plot@8fit7<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> Black, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[29]= h Graphics h
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In[30]:= plot8 = Plot@8fit8<, 8x, 0, 13<, Ticks −> vuodet,
PlotStyle −> Brown, ImageSize −> 8500, Automatic<D
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Out[30]= h Graphics h

In[31]:= Show@pisteet, plot0, plot1, plot2, plot3, plot4, plot5, plot6, plot7, plot8D;
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Kuinka  suuri  on  Suomen  väkiluku  vuonna  2050  toisen  ja  kolmannen  asteen  polynomien  antamien  ennusteiden
mukaan?
Entä 7. asteen polynomin mukaan?
Kuinka hyvin polynomit sopivat väestön kehityksen ennustamiseen?
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