Pitkd matematiikka 23.3.2011, ratkaisut:
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1. a) — = 2<:>2(:c—2):3x<:>2:c—4:3x<:>:c:—4.
r x-—
b) 22 — 2 < x <= 2?2 — 2 — 2 < 0. Vasemman puolen kuvaaja on ylospiin aukeava

1+yV/14+8 1+3
2 2

eli kun z = —1 tai

paraabeli, joka leikkaa z-akselia kohdissa x =
x = 2. Epayhtalo toteutuu, kun —1 <z < 2.
c)3x—6=0<=2=4 Kunz<4,on|2z-6=6<= —32+6=6<=12=0.
Kun z >4, on |32 — 6| =6 <= 22 — 6 = 6 < 2 = 8. Yhtilo toteutuu, kun z =0
tal x = 8.

2. a) Osakkeen arvo oli nousun jilkeen 1,12-35,50 euroa ja laskun jalkeen 0,9-1,12-35,50 =

1,008 - 35,50 = (1 + 100) 35,50 euroa. Arvo nousi 0,8 prosenttia.
3-1 4

5+2 T

c)5In2—In8=1In2° —In8 =In 32 = In4. Siis ?n27In8 = ¢lnd — 4

b) Kulmakerroin on

3. a) fz)=g(z) = ze™™ =27 <= z=2.
b) f/(x) = e + (—2z)ze™™ = (1 —222)e™ . Siis /(1) = (1 —2)e~" = -1,

o =

1 2
©) Jo J(@)dw = Jywe ™ du = [ =3e7 = —j(e7 =70 = 3(1- ).

D[

4. Polynomille P(z) = az? + bz + ¢ pitee: P(0) =c=2" < c =1,
Pﬂ):a+b+c:21¢$a+b:1,P@):&%+%+c:22¢$4a+ﬂﬁ—3
On saatu yhtalopari a + b = 1, 4a + 2b = 3, jonka ratkaisu on a = % b= 5

Vastaus: %xz + %m + 1.

5. Polynomi P(z) = z(x+3)(5—z) = —2x®+222+152. Derivaatan P'(x) = —32%+4x+15

—4++164+12-15 —-4+14

nollakohdat ovat x = = elixz = —% jax = 3. Naista vain
x = 3 kuuluu tarkasteluvilille. Koska P(—1) = —12, P(3) = 36 ja P(5) = 0, on valilla
[—1, 5] polynomin suurin arvo 36 ja pienin —12.

Vastaus: Suurin arvo on 36 ja pienin -12.

6. Lasten loton kymmenesta ruudusta voidaan rastittaa kolme (130) = 120 eri tavalla.

Nolla oikein saadaan (g) (g) = 35 eri tavalla, joten sen todennakoisyys on % = %.
Yksi oikein saadaan (‘i’) (;) = 63 eri tavalla, joten sen todennakoisyys on % = %.
Kaksi oikein saadaan (g) (I) = 21 eri tavalla, joten sen todennakoisyys on 12—210 = 4—70.
Kolme oikein saadaan vain yhdelléi tavalla, joten sen todennakoisyys on 1—é0.

Todennakoisyyksien summa on Fo + 16230 + % + Fo = 1, kuten pitaakin.
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Vastaus: Todennakoisyydet ovat 2 1 107 40 ja 120

Niiden summa on yksi.



7.

10.

11.

a) Kun lejjan 144° karki yhdistetddn vastakkaiseen kérkeen, leija jakautuu kahteen
yvhtenevaiseen tasakylkiseen kolmioon, joissa kantakulmat ovat 72° ja karkikulma 36°.

Kyljen pituudelle z saadaan sinilauseesta yhtalo — T - , jonka ratkaisu on
0790 sin72°  sin 36°
= 1618034,
sin 36°

Kun nuolen 216° karki yhdistetaan vastakkaiseen karkeen, nuoli jakautuu kahteen

yvhtenevaiseen tasakylkiseen kolmioon, jossa kantakulmat ovat 36° ja karkikulma 108°.

1 . )
= G360 jonka ratkaisu

Kannan pituudelle y saadaan sinilauseesta yhtalo

sin108°  sin 72°
_ _ — 2~ 1.618034.
oMY T ns6e  singee

Y
sin 10&8°

b) Leijan pinta-ala A saadaan kahden osakolmion summana, A = 2 - $2?sin36° ~
1,5388418. Samoin saadaan nuolen pinta-ala B, B = 2 - % -1-1sin108° =~ 0,9510565.

Vastaus: a) Muiden sivujen pituus on 1,618. b) Leijan pinta-ala on 1,539 ja nuolen
0,951.
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On oltava @ = T+, missd @ = th jav-b = 0. Edelleen 7-b = (a
—3 — 9t. Tama pistetulo on nolla, kun ¢ = —%. Nain ollen w =
jav=a+ 1b——z——j+7k'

—tb)-b =
_1p—
3

el QI
.| ok
+_
winN
= |l

Vastaus: w = —% — %5—1— %k aT = 13_45_ 134_ %E
an 3 . ) ) 3 )
a) Koska =-7 jono on geometrinen ja sen suhdeluku ¢ = —%. Jonon yleinen
an—1

termi ayp = alqn—l — % . (_%)n—l.

1 5)

1+3 7

%IUT

b) Koska |g| = 3 < 1, sarja suppenee. > 0 a, =

Valilla [O 7] on sinx > 0 ja valilld |r, 27] on sinz < 0. Pinta-ala on

fo x) +sinz) — f(z)) al:zH—f27T f(x) — (f(z) +sinx))dx =

2m
T . 27
Jo sinzdz — [ sinwdr = —/Cosm—l— / cosx = cos0 + cos 2w — 2cosT = 4.
0 T

Vastaus: Pinta-ala on 4.

a) Funktio f(z) on jatkuva, kun x < —1 sekéd kun x > —1. Lisdksi f(—1) = a. Koska

limg, 1)+ f(z) = Jlrl = 3, on f(z) jatkuva myés kohdassa x = —1, kun a = 1.
b) Kun z < —1, on f'(z) = D32? = z ja lim, (_1)_ f'(z) = —1. Kun z > —1,
22(1 + 22) — 2z - 22 2x -2 1
— 1 ]_ s (— / = — = ——,
on f(@) = (1 +a2)2 A+ a2y J2 e @) = s = =3
Koska toispuoliset raja-arvot ovat erisuuret, ei f(z) ole derivoituva kohdassa x = —1.
1 1
c) lim, o f(x) = lim, = =1

Vastaus: a) a = 1, b) ei ole, c) 1.



12.

13.

*14.

*15.

Selvisti 46 = 1 (mod 5), joten myds 46" = 1 (mod 5). Edelleen, 89 = —1 (mod 5),
joten myos 89%7 = —1 (mod 5). Niin ollen 16ytyy kokonaisluvut m ja n siten, etti
467 + 8957 = 5m + 1+ 5n — 1 = 5(m + n). Tami osoittaa, etti luku on jaollinen
viidella.

Polynomille P(z) = 22* — 23 + 22 — 2 — 1 pitee P(1) =2 —-1+1—-1-1 = 0,
joten P(x) on jaollinen tekijalla x — 1. Jakolasku antaa P(x) = (x — 1)Q(z), missé
Q(z) = 203+ 22 +22+1. Koska Q(—3) = =3+ —1+1 =0, on Q(z) jaollinen tekijélla
z + 3. Jakolasku antaa Q(z) = (z + 1)(22% + 2) = (22 + 1)(2% + 1). Polynomilla

Vastaus: (x —1)(2x + 1)(2? + 1).

a) f(z) > g(z) < h(z) = cosz — 1+ 122 > 0. Nyt W(z) = —sinz + z ja
h'(z) = —cosx + 1. Koska cosz < 1 ja cosxz = 1 vain kun z = 2nm, on h”’(z) > 0 ja
h’(x) = 0 vain kun = 2nm. Niin ollen A/(z) on aidosti kasvava kaikilla arvoilla
ja silld on korkeintaan yksi nollakohta. Edelleen, h'(0) = —sin0+ 0 = 0, joten z =0
on h/(x):n ainoa nollakohta. Koska h/(x) < 0, kun = < 0 ja h'(z) > 0, kun = > 0, saa
h(z) pienimmé&n arvonsa kohdassa = 0 ja h(0) = cos0 — 1 4+ 0 = 0. Néiin ollen aina
h(z) > 0eli f(x) > g(x). Kohta a) on néytetty oikeaksi.

b) f(z) = g(x) <= h(z) = 0. Kohdan a) mukaan aina h(z) > 0 ja yhtdsuuruus pétee
vain, kun x = 0. Nain ollen yhtalolla on vain yksi ratkaisu, z = 0.

¢) Kohdan a) mukaan erotuksen f(z)—g(x) = h(z) suurin arvo valilla [—m, 7| saavute-
taan jommassakummassa paatepisteessi. Nyt h(—m) = cos(—m)—1+5(—m)% = 72-2

1 21 2

ja h(m) =cosm — 1+ 372 = 272 — 2. Siis erotuksen suurin arvo on 7% — 2.

d) Pinta-ala on [ _(f(z) — g(z))dz = [ (cosz — 1+ 32%)dz = / sinzw —z + ga® =

sinm — 7 + 373 — (sin(—m) + 7 — g7¥)= 7% — 2m.

a) Parametria ¢ vastaavan ympyran keskipiste on (0, R(t)) ja side R(t). Ympyrén
yhtilé on muotoa (z—0)? + (y— R(t))? = R%(t). Koska piste A on ympyrin kehilli ja
t>0,ont?+(t*—R(t)* = R*(t) <= t*+ (1 -2R(t))t* =0 <= t* + 1 —2R(t) = 0.
Tista saadaan R(t) = 5(t2 + 1).

b) Ry =limy_o4 $(t*+1) = 3(0+1) = 1.

c) Rajaympyrin yhtild on 22 + (y — Rg)? = R3 <= y? — 2Ry + 2? = 0. Tésti

2Ry + \/4R2 — 422
Yy = 0 5 0 S Ry + \/R3 — 22, missd miinus-merkki antaa rajaympyran

alemman puolen. Néin ollen g(z) = Ry — /R3 — 2?2 =1 — /1 — 22

d) ¢/(x) =04 z(R2 — 22)"2 ja g"(z) = (R2 — )2 + 22(R2 — 22)~2. Siis
¢"(0) = (R2—0)"z = \/1_ = 1/Ry. Edelleen, f'(z) = 2z ja f"(x) = 2 = 1/Ry, joten

RZ
9"(0) = f"(0) = 1/ Ro.




