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Huomioita ryhmahomomorfismista

Maaritelma. Olkoonf : (G,*) — (G',e) ryhm&homomorfismi. Jos kuvadison

(i) injektio, niin kuvaustaf sanotaamonomorfismiksi
(i) surjektio, niin kuvausta sanotaarepimorfismiksija
(iii) bijektio, niin kuvaustaf sanotaamsomorfismiksi.
Ryhmi& (G, *) ja (G, ) sanotaarisomorfisiksi jos on olemassa jokin isomorfinen kuvafis (G,*) — (G',e).
Ryhmien(G, *) ja (G, ) isomorfisuudesta kaytetdan merkin{& «) ~ (G, ¢). Mikali ryhmat eivat ole isomor-
fisia voidaan merkitdG, «) £ (G, o).
Jos kuvaug : (G, ) — (G, e) on injektiivinen homomorfismi, niin kuvaus: (G, ) — (Im (G), ¢) on isomorfismi.

Lause. Olkoot f : (G,*) — (G',e) jag: (G,e) — (G’,®) ryhmahomomorfismeja.

(i) Yhdistetty kuvaugo f : (G, *) — (G”,®) on homomorfismi.
(ii) Jos kuvauksef ja g ovat isomorfismeja, samoin on yhdistetty kuvagusf.

(iii) Jos kuvausf on isomorfismi, niin samoin on sen kaanteiskuvans: (G',e) — (G, *).

Todistus.(i) Olkoona, b € G. Suoraan laskemalla kayttden homomorfisuutta saadga)(axb) = g(f (axb)) =
g(f(a)ef(b)) =g(f(a)) ®g(f(b)) =(go f)(a) ®(go f)(b). Siis yhdistetty kuvaus on homomorfismi.

(i) Kohdan (i) perusteella yhdistetty kuvags> f on homomorfismi. Viela pitaa osoittaa, ettéd tama yhdistetty
kuvaus on bijektio. Taman osoittaminen on suoraviivaista ja jatetdan se harjoitukseksi.

(iii) Kaanteiskuvaus on triviaalisti bijektiivinen. Viela pitd& osoittaa kéanteiskuvauksen homomorfisuus. Olkoon
a,b' € G'. Koskaf onisomorfismi, niin on olemassa sellaiseh € G, ettda’ = f(a) jab’ = f(b). Nyt kuvauksen

f homomorfisuudesta seuraa, eftd (a' o) = f~1(f(a) e f(b)) = f~(f(axb)) =axb= f~1(a)* f ().

Téaten kaanteiskuvaus on isomorfismi.

Kaikkien ryhmien joukossa ryhmien isomorfia on ekvivalenssirelaatio. Relaation symmetrisyys seuraa edellisen
lauseen kohdasta (iii). Transitiivisuus puolestaan seuraa saman lauseen kohdasta (ii). Relaation refleksiivisyyden
toteamiseksi huomaamme, etta identiteettikuvaufGdk) — (G, %), missa idx) = x kaikilla x € G, on isomorfis-

mi.

Ryhmateorian kannalta isomorfiset ryhni@t «) ja (G', #) ovat samanlaiset. Niiden alkiot vastaavat bijektiivisesti
toisiaan, ja joukorG alkioiden bindérioperaatiota vastaa jouko&anaiden alkioiden kuvien binaarioperaatio.
Jos erityisesti joukoG ja G’ ovat aarelliset niin ryhmagG, x) ryhméataulusta saadaan ryhm@a{, e) ryhmétaulu
korvaamalla jokainen alkioista isomorfisella kuvallaan.
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