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Simo K. Kivela / 8.7.2011
= Tehtava 1
ma)
Y htél 6 ratkaistaan yleensa Sol ve-funktiolla:
Solve[2/x ==3/ (X -2), X]
{{x>-4}}
= b)
Joissakin tapauksissa téydellisempi ratkai su saadaan Reduce-funktiolla:
Reduce[x"2 -2 < X, X]
-l=x=s2
= C)
Téassa tapauksessa Sol ve on parempi, silldaReduce ottaisi huomioon mahdollisuuden, ettd x on kompleksinen:
Sol ve[Abs[3/2x -6] =6, X]

Solve::ifun: Inverse functions are being used by Solve, so
some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. >

{{x -0}, {x->8}}
m Tehtava 2
= q)
Osakkeen arvo aluksi:
a=35.50
35.5
Noussut arvo:
b=a+12/100a
39.76
Laskenut arvo:
c=b-107100b
35.784
Nousuprosentti muutosten ja keen:
100 (c-a) /a
0.8
= b)
Pisteet:
pl = {-2, 1}
{-2, 1}
p2 = {5, -3}
{5, -3}

Kulmakertoimeen poimitaan koordinaatit indeksi merkintaa kayttaen:
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K= (p1[[2]11-pP2[[21]1) 7/ (PLL[11]-pP2[[11])
4

7

m ()
Laskenta kahdessa vai heessa:
p=5Log[2] -Log[8] // Sinplify
Log[4]
Ep
4

m Tehtava 3
Mééritellaan aluksi funktiot:
f[X_1=XE"(-x"2)
e X x
g[x_] =2E" (-x"2)
2eX
Jasitten laskut:

= a)
Sol ve [f [X] = g[X], X]
{{x~>2}}

Integratef[f [x], {x, 0, 1}]
-l+e
2e
m Tehtava 4

Ma&éritell8an funktio, poistetaan aiemmin kdytetyt muuttujat a, b jac jamééritelléan polynomi:
fIx_1=2"x

ox

Renovel[a, b, c]

pIX_]1=ax""2+bx+c

c+bx+ax?

Muodostetaan vaatimusten mukainen yhtéloryhma ja ratkaistaan se (/ . on sijoitusoperaattori, joka edella olevaan
lausekkeeseen sijoittaa esitetyt arvot; samalla kertaa voidaan tehda useita sijoituksia):

rtk = Solve[f [X] =p[X] /. {{X->03}, {X->1}, {Xx->2}}, {a b, c}]
1 1

Ha*g*b*g'c*lﬂ

Sijoitetaan arvot (yhtél 6n ratkai suista ensimmainen ja ainoa) polynomiin:



p[x] /. First [rtk]
x x2
1+—+—
2 2
Tehtava 5
Ma&éritelldén polynomi ja ratkaistaan derivaatan nollakohdat:
pPIX_1=x (X+3) (5-x)
(5-%x) X (3+x)

rtk = Solve[p' [X] =0, X]

{fromgh o)

Sijoitetaan polynomiin tarkasteluvaliin kuuluva nollakohtaja valin paétepisteet:

pPIx] /. {rtk[[2]], {x > -1}, {X->5}}

{36, -12, 0}

Saaduista arvoista suurin on maksimi ja pienin minimi, siis 36 ja-12. Lopuksi kuvaaja:
Pl ot [p[x], {X, -1, 5}, GridLines -» Automatic]

iN
[e=]

10
10

Tehtava 6

L asketaan todennakoisyydet taulukkoon binomikertoimien avulla:

pr = Tabl e[Bi nom al [3, k] Binom al [7, 3-k] /Binomal [10, 3], {k, 0, 3}]
7 21 7 1

124" 20" 20" 120

Né&iden summa on 1, kuten pitaakin:

Apply [Pl us, pr]

1

Numeeriset arvot todennakdisyyksille:

pr // N

{0. 291667, 0.525, 0.175, 0.00833333}

Tehtava 7
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Jos laatat asetetaan kiinni toisiinsa, muodostuu neljakés symmetriasyisté Toinen sivun pituuson a= 1:

a=1

1

Toinen sivun pituus olkoon x. Leijan toinen lavistdja jakaa sen kahteen kolmioon, joissa lavistdjan vastaisena
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kulmana on toisaalta 72°:n, toisaalta 144°:n kulma. Lavistgjan pituus voidaan kosinilausetta kéyttéen muodostaa
kumpaankin kolmioon pohjautuen, jolloin saadaan yhtél 6 luvulle x. Tama ratkai staan:

rtk = Solve[a”2+a”"2-2aaCos[144 Degree] == x"2 +x"2-2xx Cos[72 Degree], X]

5++/5 5:+4/5
(RS =IO LB

Sivun pituus on positiivinen ratkaisu, joka voidan viela sieventéa:

b=x/.rtk[[2]] // Full Sinplify
1

— (1+\/5_)

2

Numeerinen arvo:

b//N
1.61803

Laattojen alat sinilauseen avulla (kumpikin muodostuu kahdesta kol miosta):
leijanAla =abSin[72Degree] // Full Sinplify

1
—\5+2+5
2

leijanAla // N
1.53884

nuol enAla =abSin[36 Degree] // Full Sinplify

nuol enAla // N

0. 951057

m Tehtava 8
Muodostetaan vektorit:
a={4, -5, 3}
{4, -5, 3}
b=1{2 1, -2}
{2, 1, -2}
u=tb
(2t, t, -2t}
v ={X,VY, z}
{xX, y, z}
Muodostetaan vektoreita koskevat ehdot ja ratkaistaan néistéa tuntemattomat kertoimet:
rtk = Solve[{a==u+Vv, b.v =0}, {X, VY, z, t}]

{{Xeg, ya—l—:, Zeg,te—é}}

Sijoitetaan saadut arvot vektorethinu jav:
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{u, v} /. First[rtk]
2 1 2 14 14 7
T I i)
Tehtava 9
L ukujonon maaritelma muodostaa differenssiyhté on alkuehtoineen. Tdma voidaan ratkaista funtkiollaRSol ve:

rtk = RSol ve[{a[l] ==5/4, a[n] ==-3/4a[n-11}, a[n], n]

am =5[] 3]

Rakaisun avulla voidaan méaaritell& lukujono eksplisiittisesti Mathematicalle (hieman tautol ogistal):
a[n_] =af[n] /. First [rtk]

n
_5 [_1] 371+n
4

a[?2]
15

16

a[l100]

-858962534553352218394101882942702121170179203335 /
1606938044 258990275541962092341162602522202993782792835301376

Sarjan summa:

Sumfa[n], {n, 1, Infinity}]

5

7

Tehtava 10

Poistetaan funktion f aiempi maarittely ja maéritell&an funktio g:
Renmove [f ]

gix_] =f [x] +Sin[x]

f [X] +Sin[x]

Pinta-ala saadaan integraalista:
Integrate[Abs[f [X] -g[x]], {X, 0, 2Pi }]
4

Tehtava 11

a)

Maéritellaén funktio paloittain:

f[x_]1=Piecewise[{{ax"2, x -1}, {Xx"2/ (L +x"2), x> -1}}]

ax? x=-1
XZ
1+x2

0 True

X >-1

Jotta funktio olisi kaikkiallajatkuva, sen on oltavajatkuva kohdassa x = —1 (muualla jatkuvuus on ongel matonta).
Vaaditaan, ettéd vasemman- ja oikeanpuolinen rgja-arvo ko. kohdassa ovat samat, jolloin saadaan arvo kertoimelle
a

vasen = Limt [f [Xx], X » -1, Direction - 1]

a
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oikea=Limt[f[x], x> -1, Direction-» -1]
1

2
rtk = Sol ve[vasen == oi kea, a]

1

Méaritel|88n tétd a:n arvoa vastaava funktio g jalasketaan sen derivaatta:
g[x_1="7f[x] /. rtk[[1]]

r 2
% X <-1
2
2 x> -1
1+x2
1 O True
g’ [X]
[ X X< -1
3
__2x , 22X X >-1
(1+x2)%  1ex?
| Indeterm nate True

Derivoituvuus on siis selvda muualla paitsi pisteessa x = —1. Erotusosamééran toispuoliset raja-arvot téssa
pisteessé:

dvasen =Limt[(g[-1+h]-9g[-1])/h, h> 0, Direction - 1]

-1

doikea=Limt[(g[-1+h]-9g[-1])/h, h-> 0, Direction-» -1]

1

2
Nama ovat eri suuria, joten funktio ei ole derivoituvakohdassa x = —1.

m ()
Raja-arvo dérettdmyydessa:
Limt[f[x], Xx->Infinity]
1
m Tehtava 12
Funktio Mbd antaa jakolaskun jakojdannoksen. Koskatdmaon 0, luku on jaollinen viidel &
Mbd [46778 + 89767, 5]
0
m Tehtava 13
Funktio Factor jakaa polynomin kokonaislukukertoimisiin tekijoihin:
Factor [2x"4 -x"3 +x"2-Xx-1]
(-1+x) (1+2x) (1+x?)
m Tehtava 14
Muodostetaan funktiot f jagjaniiden erotus h:
f [x_] = Cos[x]
Cos [X]
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g[x_]1=1-x"2/2

1-—
2

hix_1 =f [x] -g[x]
X2
-1+ ; + Cos [X]
= a)jab)
Lasketaan funktion h ensimméinen ja toinen derivaatta seké h:n ja sen derivaatan arvo origossa:
h[0]
0
h' [x]
X -Sin[x]
h' [0]
0
h'' [x]
1-Cos[X]
Koska h" (x) = 0 ja =0 vain yksittéisissa pisteissg, h' on kasvava. Koska h'(0) =0, on h'(x) <0, kun x< 0 ja

h'(x) > 0, kun x> 0. Ta8ll6in h on v8henev4, kun x < 0, ja kasvava, kun x> 0. Koska h(0) = 0, on h(x) = 0 jaainoa
nollakohtaon x = 0.

Kuvagjat (h punainen, h' vihreg, h" sininen):

Pl ot [Tooltip[{h[x], h' [x], h"" [Xx]1}], {X, -Pi, Pi},
Pl ot Styl e - {{Red, Thick}, {Geen, Thick}, {Blue, Thick}}]

n c)
Maksimiarvo paétepistei ssa:
max = {h[Pi ], h[-Pi ]}
2 2

{—2+%, —2+%}

max // N
{2.9348, 2.9348)
m d)

Véliin jédvén alueen pinta-ala
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Integrate[h[x], {X, -Pi, Pi}]

! 7 ( 6+7T2)
3

m Tehtava 15
fIx_1=x"2
%2

™ a)

Yleinen ympyran yhta 6:
ympyra = (X -a)"2+ (y-b)"2=r"2
(—a+x)2+ (-b+y)2 =r2
Vaatimus, ettd ympyra kulkee pisteiden O, A ja B kautta:
ehdot = Table[ympyra /. {X »u, y -»f[ul}, {u, {0, -t, t}}]
{a®+b% =12 (-a-t)%+ (7b+t2)2 =12 (-a+t)%+ (7b+t2)2 =r?}
Ratkaistaan ehdoista kertoimet r, a jab (t:n funktiocina):
kert oi met = Sol ve[ehdot, {a, b, r}]
1

Hr 95 <—l—t2), a- 0, be% <l+t2)}, {r 9% (l+t2>, a- 0, b%% <1+t2)}}

Valitaan positiivien r:
r[it_1=r /. kertoinet [[2]]
! (1+12)
2

= b)
Raja-ympyran séde rgja-arvona
rO=Limt[r[t], t »0]

1
2
m ()
Raja-ympyran yhtal 6:
ynpO0 = ynpyra /. kertoinet[[2]] /. t -0
x2 + [—1 afy)2 = !
2 4

Ratkaistaan tasté y ja valitaan se lauseke, joka antaa al apuolisen kaaren:

rtk = Sol ve [ynpO, y]

(oo (i |} v [rediax )}

2
g[x_1=y /. rtk[[1]]

o)

= d)
Toiset derivaatat:
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£ 0]
2
g' " [0]
2
Kuvio:

Pl ot [{f [X]v g[X]}, {X, _11 1}]

10




