Pitkad matematiikka 28.9.2012, ratkaisut:

1. a) 2(1 — 3z + 32?) = 3(1 + 22 + 22?) <= 2 — 62 + 62% = 3 + 62 + 622 <

1
120 = -1<— 21 =——
& T Ty

b) Jos x > 0, on |z| =1+ x <= x = 1 + z. T4lla ei ole ratkaisua.

Josz<0,onlz|=l4z<= =1+ 2=—3.

1
c)1—:c:ﬁ<:>(1—w)2:1<:>1—a::i1<:>:c:Otai:c:2.

Vastaus: a) t = —5,b) x = —1,¢) =0 tai z = 2.
2. a) (x+1)2—(m—l)Q:m2+2—|—(l)2—(x2—2+(1)2):2—|—2:4.
x x x x
29 3)(z—3
b)a: _ (@+3)(= ):x—?).
x+3 x+3

T e’ r ev .
c) ln§+ln;+ln2—ln(§-g-2)—1ne =x.

Vastaus: a) 4, b) z — 3, ¢) x.
3. a) fi(z) = D(ie (sinx 4 cosz)) = 3¢ (sinz + cosz) + ¢ (cosz —sinz) =

—e®(2cosz) = €” cosw. Siten f/(0) = e’ cos0 = 1.

0 i 3
b)/ (1+Sin§)d$:/:L'—?)COS{:7T—3COSE+3COSOZ7T+—.

) 3 K 3 3 2
Vastaus: a) f'(0) =1, b) m+ 3.

3
4. a) Kun «a € [, 7T] on sina < 0, joten

sina = —v1—cos?2a=—/1—(—c \/7

sin o
tana = :—— —3) =
Ccos & 3

b) Kosinilauseen mukaan a2 =22432_-2.2.3c0s30°=4+9—12- @ =13 — 6+/3.
Siis a = /13 — 61/3 ~ 1,614836.

2
Vastaus: a) sina = —T\/_ tana = 2v/2, b) a = v/13 — 61/3 ~ 1,61.

5. Polynomin f(z) = 23 —6x? — 152+ 2 derivaatta on f’(x) = 32? — 122 — 15. Derivaatta

124122 +4-3-1 12+1
haviaa, kun z = V12244315 = 8 eli kun x = 5 tai = —1. Naista

6
vain 5 € [2, 6]. Koska f(2) = —44, f(5) = —98 ja f(6) = —88, antaa f(2) suurimman
ja f(5) pienimmén arvon.

Vastaus: Suurin arvo on —44 ja pienin —98.



6. Paraabelin y? = 42 akseli on positiivinen z-akseli ja sen huippu on origossa. Paraa-
belin ja suoran 4z — 3y = 4 leikkauspisteiden y-koordinaatit saadaan yhtalosta

3EVI9+16 3+5

y? =3y +4 < y?> — 3y — 4 = 0. Tamén ratkaisu on y =

2 2
. : o -1)2 1, 42
eli y = —1 tai y = 4. Vastaavat x-koordinaatit ovat x = 1 = 1 jax = ” = 4.

Nailla tiedoilla voidaan piirtaa kuvio tilanteesta.

Paraabelin ja suoran valiin jadvan rajoitetun alueen pinta-ala on

4
3 1 43 1 3 64 3 1
Sy+1l-—"y)dy=/ -y +y— —yP==-164+4— — — (= — 14+ —)=
/_1(4y+ A U At v UM Bt vl R TV
125

— =~ 5,208333.
24 ’

. 125
Vastaus: Sp =~ 5,21.

7. a) Havainnoista saadaan 20 = k - 10,2° ja 6 = k- 0,0158°. Ottamalla kummastakin
logaritmit saadaan In20 = Ink + b1n10,2 ja In6 = Ink + b1In0,0158. Vahentamalla

In20—1In6
~ 0,186082 ja edell
m10.2 —n0,0158 - 0186082 ja edelleen

yhtalot toisistaan saadaan b =

k=20-10,2"" ~ 12,982193.

b) Malli antaa edellisilli arvoilla k ja b La Palman lintulajien méiriksi n = k- 708% ~
44,02373.

Vastaus: a) k ~ 0,186 ja b ~ 13,0, b) 44 lintulajia.

8. a) Merkitddn P(n):114 todennéakdisyytta sille, ettéa professori pitaa viikossa n luentoa.
Talloin P(5) = 0,8° = 0,32768.

5)
b) Kysytty todennékéisyys on P(4) = (4) 0,2 -0,8* = 0,4096.

c) Lasketaan muiden luentoméérien todennékoisyydet.
5

P(0) = 0,25 = 0,00032, P(1) = (1

)0,24 -0,8 = 0,0064,

5 5
P(2) = <2) 0,2%.0,8% = 0,0512, P(3) = (3> 0,22 - 0,8% = 0,2048.

Odotusarvo E =0P(0)+ P(1) +2P(2) +3P(3) +4P(4) + 5P(5) = 4.
Vastaus: a) 0,33, b) 0,41, c) 4.

9. a)a-b=(cos¢—2sing)(cosp +sing) + 1+ (sin g + 2 cos ¢)(sin ¢ — cos ¢) =
1 — (sin®¢ 4+ cos?¢) = 1 —1 = 0 . Koska pistetulo on aina nolla, ovat vektorit
kohtisuorassa toisiaan vastaan kaikilla ¢ € R.
b) Jos ¢ =0, on@ = i+j+2k ja b = i+j—k. Nyt sa+tb = (s+t)i+(s+t)j+(25—t)k.
Tama on¢—j vain jos s+t =1, s+t = —1 ja 2s —t = 0. Kaksi ensimmaista yhtaloa
ovat ristiriitaiset, joten tallaisia kertoimia s ja t ei ole olemassa.



10.

11.

12.

13.

Yhtélon ratkaisujen maard on sama kuin erotusfunktion f(x) = e**® — z nollakohtien
méadrd. Funktion derivaatta f/(z) = 7% — 1 hividi, kun e*T® = 1 = €Y eli kun
r4+a=0<= z = —a. Selvésti f'(z) < 0, kunzx < —aja f'(z) > 0, kun z > —a. Niin
ollen f(z) saa pienimmaén arvonsa kohdassa z = —a ja f(—a) = e *T* — (—a) = 1 +a.
Kun z < —a, on f(z) aidosti viheneva ja kun x > —a on f(z) aidosti kasvava. Taméan
perusteella ndhdaan yhtalon ratkaisujen maara eri arvoilla a.

Yht&lolla ei ole ratkaisuja, jos f(—a) >0<=1+a>0<+<=a> —1.
Yhtalolld on yksi ratkaisu, jos f(—a) =0<=1+a=0<«<=a = —1.
Yhtalolla on kaksi ratkaisua, jos f(—a) < 0<=1+a<0<=a < —1.

a) Tarkastellaan geometrista jonoa ag, ai, as, ag, ..., missd a, = aq™. Jos a,, ja
m—41
. . ag™t amyr . o L
am+1 ovat rationaalisia, on ¢ = — = rationaalilukujen osamaarana ratio-
aq Am

naalinen. Samoin ¢" on aina rationaalinen kaikilla n € Z. Edelleen a = a,,q¢~ ™

on rationaalilukujen tulona rationaalinen. Koska a ja g ovat rationaalisia, on jonon
jokainen termi rationaalilukujen tulona rationaaliluku.

b) Olkoon sitten kokonaisluvut m ja n, m < n siten, ettd ag™ ja ag™ ovat rationaaliset.

a

nem _ 99 on rationaalinen. Talloin
aq™

my6s ¢?("~™) on rationaalinen kaikilla kokonaisluvuilla p. Koska ag™ ja ¢P("—™)

ovat rationaalisia, on niiden tulo ag™?("=™) rationaalinen kaikilla kokonaisluvuilla

p. Tama osoittaa, ettd jonossa on aarettoméan monta rationaalista termié a,,4p(n—m)-

Niiden osaméaara on myos rationaalinen eli ¢

24
Puolisuunnikassdannén mukaan 21 f(t)dt ~
0

3.1 1
D(GI(0) + F(8) + F(6) + F(9) + (12) + F(15) + F(18) + F(21) + 1 F(24))=
% 1152 = 14,4,
Vastaus: 14,4 astetta.

Az +3 443 1
In(4x + 3) — In(3z + 4) :1n3ii4 == T, kun x > 0. Koska lim; . - =0, on

440 4
n =In—.
340 3

. ‘ 443
limg, oo (In(4z + 3) — In(32 + 4)) = limg oo In - ik

4
Vastaus: In 3



*14. a) Jotta tehtdvéssd madritelty funktio f(x) olisi tiheysfunktio, on oltava f(z) > 0 ja
sen integraali ffooo f(x) dz = 1. Kuvauksen perusteella f(x) > 0. Funktion integraalin
arvo on sen kolmion ala, jonka kanta on véli [15,50; 25,50] ja jonka korkeus h on
kohdassa x = 20,50. Néin ollen [~ f(x)dx = §(25,50 — 15,50)h = 5h. Korkeudelle

h saadaan ehto 5h = 1, josta h = %

0,2—-0 1
alilla [15,50; 2 jonka kulmakerroin ky = ————— = —.
Valilla [15,50;20,50] on f(z) suora, jonka kulmakerroin k; 5050 _ 1550 25
0—-0,2 1

alilla [20,50; 2 jonka kulmakerroin kg = —————— = ——.
Valilla [20,50;25,50] on f(x) suora, jonka kulmakerroin ks 5550 — 20.50 5%

Nyt voidaan muodostaa tiheysfunktion f(z) lauseke.

0, kun z €] — 00;15,50]
1 31
—r - —, kun z €]15,50;20,50]
f(z) = 251 5051
—5 % + 0’ kun z €]20,50; 25,50]
, kun z €]25,50; col.
b) Kysytty todenndkoisyys P(x < 19) = f_lio f(z)dx = 11595(%m — ) dx =

19
/ g5x? — Sa =0,245.

15,5
c) Jotta muutettu funktio g(x) olisi tiheysfunktio, on oltava g(x) > 0 ja ffooo g(z)dr =
1. Selvésti g(z) > 0. Funktion integraalin arvo on sen kolmion ala, jonka kanta on véli
[15,50; 30,50] ja jonka korkeus ho on kohdassa x = 20,50. Néin ollen ffooo f(x)dx =

(30,50 — 15,50)ho = 7,5he. On oltava 7,5hs = 1, josta hy = 2.

2/15— 0 2
alilla [15,50; 2 jonka kulmakerroin kg = ————— = —.
Valilla [15,50;20,50] on g(x) suora, jonka kulmakerroin ks 5050 _ 1550 75
0—2/15 1

alilla [20,50; jonka kulmakerroin ky = ————— = ——.
Valilla [20,50;30,50] on g(x) suora, jonka kulmakerroin ky 30.50 — 2050 e

Nyt voidaan muodostaa tiheysfunktion g(z) lauseke.

0, kun z €] — 00;15,50]

2 31
—r— —, kun z €]15,50;20,50]

(z) = 75 75
! L 61 k 20,50; 30,50
—%x + ﬁ’ un I 6] s 3 s ]

kun z €]30,50; oo|.

Uuden jakauman odotusarvo

BX) = [, o de = [25 (2t = By [ Ly B
- Lg\x) ar = 17 — —x)dx ——u x)dx =
—o Y 15,5 \ 75 G o 5 150
205 9 31 30,5 1 61 5 3 1
3 2 3 9
B “ 598 —a° =6—+16- =22—- =~ 22,17 _
15,/5 225" 150" +207/5 9957 T 300" TR 5 ,17 (euroa)



*15. a) Olkoon lierién pohjan séde r ja lierion korkeuden suhde pohjan séteeseen x, missé
x > 0. Talloin lierion korkeus on xr. Pallon sateelle s saadaan nyt lauseke s =

\/72+ (32r)2 = ry/1+4 122, Pallon pinta-ala on Ap = 4ws? = 4mr?(1 + 12?) ja

Ap 21+ 12?
lierion koko pinta-ala Ay, = 27r(xr) +2mr? = 27r?(1+z). Siist = ZF M.
AL 1 + X
Tistd saadaan z:lle yhtdlo ¢(1 + z) = 2(1 + 12?) <= 122 —tz + 2 —t = 0, jonka
t+/t2—2(2—1)

5 =t+ Vit + 2t — 4.

ratkaisu on x = T
2

b) Koska t on pinta-alojen suhde, on ¢t > 0. Jos t2+2t—4 < 0, ei z € R, eiki tillaista
liericts voi olla olemassa. Ylospiin aukeavan paraabelin y = t? 4 2t — 4 nollakohdat

-2+ 4+ 16
5 + :—1:&\/5,j0tent2+2t—4<0,kun—1—\/5<t<—1—%—\/5.
Tallaista lieriota ei voi olla olemassa, kun 0 <t < —1 + V5.

ovat t =

c) Jost = VBE—1,onxz=t+0=1+/5—1eli on tismilleen yksi tillainen lierio.

Tasan yksi ratkaisu voi tulla my0s sellaisilla arvoilla ¢, joilla z = t — /2 + 2t — 4 ei
toteuta ehtoa = > 0. Niin kily, jos t < V12 + 2t —4 <=2 <2+ 2t —4 &t > 2.

d) Edellisen kohdan mukaan sekd o =t + Vt2+2t —4d ettd o =t — V2 + 2t —4
kelpaavat ratkaisuiksi, jos v5 —1 <t < 2.

Vastaus: a) Suhde on ¢t + /12 4+ 2t — 4, b) téllaista lieriota ei voi olla olemassa, kun

0<t<+vb-1, ¢) on tasan yksi lierio, kun t = VB —1tait>2, d) on kaksi lieritté,
kun vVH—1<t <2.



