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Vektoriavaruus

Méaaritelma. Kolmikko (V,+, ) onvektoriavaruusjosV on epéatyhja joukko, jossa on méaritelty alkioidemma
X+Y (4 on funktioV x V — V) ja skalaarimonikerta aX- on funktioR xV — V, - jatetdan usein merkitsematta)
ja lisdksi ndma operaatiot toteuttavat seuraavat ehdot:

V1. X4+Y =Y + X kaikilla X,Y € V (kommutatiivisuus eli vaihdantalaki),

V2. (X+Y)+Z=X+(Y+2Z) kaikilla X,Y,Z €V (assosiatiivisuus eli liitdntalaki),

V3. on olemassa sellaindhe V, ettdX 4+ 8 = X kaikilla X € V (nolla-alkio),

V4. kaikilla X € V on olemassa sellainenX €V, ettaX + (—X) = 6 (vasta-alkio),

V5. a(X+Y)=aX+aY kaikilaac R jaX,Y eV,

V6. (a+b)X =aX+bXkaikilaa,beRjaX eV,

V7. a(bX) = (ab)X kaikilaa,be RjaX €V,

V8. 1X = X kaikilla X € V (téssé luku 1 on reaaliluku yksi).

Vektoriavaruuden alkioita kutsutaaektoreiksi Samoin puhutaan mydmllavektorista ja alkion X vastavekto-
rista —X.

VektoriavaruudestéV, +, -) voidaan lyhyesti puhua vain vektoriavaruut&hgos vektoriavaruuden operaatiot ovat
selvia asiayhteydesté.

Lause. Vektoriavaruuden nollavektori ja alkiok vastavektori-X ovat yksikasitteisia.

Todistus. Tehdaan vastaoletus, etté vektoriavaruud@fla-, -) on kaksi nollavektori® ja 6'. Tarkastellaan nolla-
vektoreiden summa+ 6'. Postulaatin V3 mukaan nollavektorin lisaédminen ei muuta vektoria, jpte’ = 6.
Samasta syys# + 0 = §'. Toisaalta ensimmaisen postulaatin muk@antd’ = 6’ + 0, jotend® = @',

Oletaan, ettéa vektorillX on vastavektorit-X ja X’. Lisaamalla yhtalornX + X’ = 8 molemmille puolille —X
saadaan vasemmasta puolesta kayttamalla postulaatteja V2, V4, V1ija V3,

X+ X+X)=(-X+X)+X =0+X' =X"+08=X

ja oikeasta puolesta postulaatin V3 nojallX + 6 = —X. TatenX’ = —X. J
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