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Lineaarinen riippuvuus

Olkoon (V, +, -) vektoriavaruus j@ sen nolla-alkio. Olkoot liséksXy, ..., Xy joukonV mvektoria. Jos joillakin
C1,...,Cm€RoN
C1X1+CoXo+ - +CmXm =6,

sanotaan, etta vektoiX, ..., X, toteuttavatineaarisen relaationJokainen vektorijoukko toteuttaaviaalin li-
neaarisen relaationnimittain sen, jossa; = ¢; = ... = ¢y = 0. Muita lineaarisia relaatioita sanotaapatriviaa-

leiksi.

Méaaritelma. Jos vektoritXy, ..., Xy toteuttavat ainakin yhden epétriviaalin relaation, sanotaan, ettd nama vektorit
ovatlineaarisesti riippuvia Muussa tapauksessa naita vektoreita sandiaaaarisesti riippumattomiksi

Jos vektoritXy, ..., Xy ovat lineaarisesti riippuvia (tai rippumattomia), sanotaan myds, etta jo{iKko .., Xn}
onlineaarisesti riippuvgtai riippumator).

Yhden vektorin joukkd{ X } on lineaarisesti riippuva, jeaX = 0 jollakin nollasta eroavalla reaaliluvulka Vekto-
riavaruuden ominaisuuksia -sivun toisen lauseen mukaan on tallgin v&kto8i. Siis {0} on lineaarisesti riippuva
ja kaikille X £ 6 joukko {X} on lineaarisesti riippumaton.

Lause. VektoriavaruudenV, +, -) joukonV vahintaan kahden vektorin aarellinen osajoukko on lineaarisesti riip-
puva jos ja vain jos jokin joukon vektori on joukon muiden vektorien lineaarikombinaatio.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd joukkoxy,...,Xn} CV on lineaarisesti riippuva. Silloin on olemassa sellaiset
kertoimetcy, . .., Cn, joista ainakin yksi on nollasta eroava, etta
CiX1+ -+ CXm = 0.

Voidaan olettaa, ett§ +~ 0. Silloin saadaan

Xi = —(c1/Ci)X1— -+ — (Ci—1/Ci)Xi—1 — (Ci41/C)Xit1— -+ — (Cm/Ci) Xim,
jotenX; voidaan esittdd muiden vektorien lineaarikombinaationa.

Oletetaan kaantéaen, eg=b1 Xy +- - -+ b1 X _1+ b1 X1+ - - -+ bmXm, joillekin luvuille by, ..., bi_1,bi+1,...,bn €
R. Silloin
Xi—b1 Xy — - —bi_1Xi—1 — bipaXip1 — - —bmXm = 6.

Koska vektorinX; kerroin on nollasta eroava, vektoi, ..., Xy toteuttavat epétriviaalin lineaarisen relaation ja
ovat siis lineaarisesti riippuvial

Edelld todistetusta lauseesta seuraa, ettd kahden vektorin jgXk,} on lineaarisesti riippuva, jos ja vain
jos toinen vektoreista on toisen skalaarimonikerta. Vektoriavaruudéssama tarkoittaa sitd, etta kaksi vektoria

u = (up,up) ja v = (v1,v2) ovat lineaarisesti riippuvia jos ja vain jos ne ovat samalla origon kautta kulkevalla
suoralla.

Linkit :
[Vektoriavaruuden ominaisuuksia (lineaarikombinaation maarit¢lma)




