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Vektoriavaruuden dimensiosta

Taman sivun teoria tarjoaa apua haettaessa jollekin vektoriavaruudelle kantaa.
Oletetaan koko ajan, ett&, +, -) on vektoriavaruus, jonka nollavektori @&

Lemma. Jos joukorV osajoukkaq = {Xy, ..., X} on lineaarisesti ripumaton p&. 1 & L(X1,...,Xk), niin joukko
A" = {Xi,..., X, X1} on lineaarisesti riippumaton.

Todistus.Tehdaén vastaoletus, etta joukRbolisi lineaarisesti riippuva. Silloin on olemassa epétriviaalin relaation
C1Xy+ -+ CXe+ Ckr1 Xk = 6

toteuttavat luvutcy, ..., Cr1 € R. Nyt ck1 # 0, koska muuten joukko? olisi lineaarisesti riippuva. Yhtalosta
voidaan ratkaistXy 1 eli Xx11 € L(Xq,...,X), mik& on ristiriita.C]

Lause. Jos din{V,+,-) = n, niin joukko B = {X, ..., X} on vektoriavaruuden kanta, jos

(i) B generoi joukorV, TAI

(ii) B on lineaarisesti riippumaton.

Todistus.(i) Oletetaan, etta joukk® toteuttaa ehdon (i). Kosk& generoi joukorV ja dim(V,+,-) = n, niin sivun
Vektoriavaruuden kannasta lauseen mukaan jodkkm vektoriavaruuden kanta.

(ii) Oletetaan, ettd@B on lineaarisesti rippumaton. J@ei generoi joukkod/, niin edellisen lemman nojalla voi-
taisiin muodostaa lineaarisesti riippumaton joukRQ, ..., Xn, X,+1}. T&ma on ristiriita sivun Vektoriavaruuden
dimensio ensimmaisen lauseen kan§sa.

Lause. Olkoon dimV,+,-) = n. Olkoot Xy, ..., Xk lineaarisesti rippumattomia joukow vektoreita. Silloin on
olemassa sellaiset joukdhvektorit Xy 1, . . . , Xn, etté joukko{Xy, ..., Xy} on vektoriavaruudefV, +, -) kanta.

Todistus. Sivun Vektoriavaruuden dimensio ensimmaisen lauseen mukadn<on. Josk = n, niin edellisen
lauseen mukaan joukk@ = {Xi,..., X} on kanta.

Olkoonk < n. Silloin 4 ei ole vektoriavaruude(V, +, ) kanta. Taten joukkd. (X, ..., Xx) muodostaa vektoria-
varuuden(V, +, -) aidon aliavaruuden. Valitaan tdmén aliavaruuden ulkopuolelta pkin € V, jolloin edellisen
lemman nojalla joukkd Xy, ..., Xk, X1} on lineaarisesti riippumaton. Jatketaan samoin kunnes on saatu kokoon
n lineaarisesti rippumatonta vektoria. Edellisen lauseen mukaan naméa muodostavat vektoriavaruudeiikannan.

Edellisen lauseen mukaan voidaan siis jokainen jodkdineaarisesti riippumaton osajoukkdéydentéévektoria-
varuuden(V, +, -) kannaksi.
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