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Determinantin perusominaisuuksien todistukset

(D1) Luku c on tekijana jokaisessa summarsign(ji, j2,..., jn)aij, - - Céj, - - - @nj, t€rmissa, joten se voidaan
ottaa koko summalausekkeen yhteiseksi tekijaksi.

(D2) Nyt determinantin summalauseke on

2 Sign(js, -+, Jn)agj; -+~ (&j +bij) -~ @niy
= 2 Sign(ju,-., jn)((@ajy - iy -+~ @nj) + (Bajy -~ B - @njo))
= Sign(ja,. .., in)asj; -~ @iy - @njy + D SIGN(j1,-- -, jn)asj; -+ Bicj -~ njp,
mista vaite seuraa.

(D3) Vaite seuraa kohdasta (i), kan= 0.

(D4) Todistetaan ensin, etta vaite pitaa paikkansa, kun matriigisssihdetaan kaksi peréakkaista vaakarivia.
Vaihdetaan vaakarividy ja A, 1, ja olkoonD muutetun matriisin determinantti. Nyt

D= ZSIgr(JL ”7ji7 ji-‘rla (AR jn)al,jl o 'ai+l,jiai,ji+1 o an]n

Koska signiji1, ..., i, Ji+1s- -5 jn) = =SiON(j1, - - -, Ji+1, Ji,-- -, jn) ja Koska tulossa tekijoiden jarjestysta voi-
daan vaihtaa, saadaan

D=- zSigr(jla LERE} ji+1a jiv"'ajn)al.,jl o 'ai,ji+1ai+l,ji o 'an,jn'

Tassa esiintyva summa on sama kuin matrisideterminantti, vain merkinngs ja ji,1 ovat vaihtaneet
paikkaa keskenaan. Taten on saatu ensimmainen vaite.

Todistetaan nyt alkuperdinen vaite. Vaihdetaan matriisfssas ja j :s,1 < j, vaakarivi keskendan. Nyt

i :s vaakarivi voidaan vaihta@:nneksi vaakariviksij —i :ll& perékkaisten vaakarivien vaihdolla. Naiden
vaihtojen jalkeen alkuperéinep:s vaakarivi on jarjestyksesgé— 1 :s vaakarivi. Se saadaan vaihdetuksi
i :nneksi vaakariviksj —i — 1 :lla perakkaisten vaakarivien vaihdolla. Edella todistetun mukaisesti matriisin,
jossai :s jaj :s vaakarivi on vaihdettu, determinantti oa1)i— -1t detA = (—1)2(-)-1detA = — detA.

(D5) Kun vaihdetaan matriisin kaksi samaa vaakarivid, matriisi ei muutu ja siten sen determinanttikaan ei voi
muuttua. Toisaalta edellisen kohdan nojalla determinantti muuttuu vastaluvukseen. Taten determinantti on

nolla.

(D6) Soveltamalla kohtia (D2) ja (D1) saadaan
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Kohdan (D5) perusteella yhtalon viimeinen determinantti on 0. Taten saadaan vaite.
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