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Determinantin rivikehitelmat

Lause. Matriisin A= (&j)nxn determinantilla on seuraavat lausekkeet, kunil<njal<j<n:
n n
detA= z aikCix detA = z aijkj.
K=1 K=1

Ensimmaisté naista kehitelmista sanotdaterminantin rivikehitelméksinnen vaakarivin mukagja jalkimmais-
téd determinantin rivikehitelméksi:pnen pystyrivin mukaan.

Todistus. Sivun Transponoidun matriisin determinantti lauseen mukaan riittda todistaa vain vaakarivikehitelman
olemassaolo.

Determinantti maariteltin summalausekkeella
zSigr(jL j27 ey jn)aljlaij e anjn’

missé summaan otetaan kaikki lukujer21. ., n permutaatiot j1, j2,..., jn)-

Ajatellaan nyt tassd summalausekkeessa kootuksi yhteen ne summan termit, jotka siséltavat kaitasaranin

ne, jotka sisaltavat kertoimea, ja niin edelleen. Naiden yhteenlaskettavien erottaminen on mahdollista silla
missaan termissd j, ayj, - - - anj, €i esiinny kahta luvuistajs, &y, . . ., ajn. Ottamalla kukin luvuistay, ajp, . . ., ain
osasummissa yhteiseksi tekijaksi, saadaanAdes1Ci1 + a2Ciz + . . . + &nCin. Vield pitdé osoittaa, ettéy = Ci
kaikillal1 <k <n.

Osoitetaan ensin, ettd; = C;1. Kokoamalla matriisimA determinantin lausekkeessa yhteen ne termit, jotka sisal-
tavat kertoimera; 1, saadaan
Ci1= ZSIgr(JH j27 L) jn)aij e anjna

missé summa lasketaan yli lukujen 2, n kaikkien permutaatioidefyjs, ..., jn). Koska mikéén pareista j; ei
ole kaannetty, on sida, j2,..., jn) = Sign(j2, ..., jn). Tatency; = detAy; = (—1)11detAr; = Cy.

Tutkitaan seuraavaksi mielivaltaisen alkian kerrointaci. Siirretdani :s vaakarivi ensimmaiseksi vaakariviksi
tekemalld — 1 perékkaisten vaakarivien vaihtoa. Nain saadussa matriisissa siirkegystyrivi ensimmaiseksi
tekemalldk — 1 vierekkaisten pystyrivien vaihtoa. Nain on saatu aligianatriisin ylakulmaan alkiomas; paikalle.
Kaytetaan merkinta&’ muokatusta matriisista. Lukuunottamatta ensimmaista vaakarivia ja pystyrivia on kaikkien
rivien ja sarakkeiden keskindinen jarjestys sailynyt matriisfésmmana kuin alkuperadisessa matriisids@iaten
matriisissad’ alkion ay (joka on siis matriisin ylakulmassa) alideterminantti on edella todistetun nojalla sama kuin
matriisissaA. Siis determinanti®y lausekkeessa (kun talle determinantin lausekkeelle tehdaan samanlainen rivi-
kehitelm& kuin matriisilleA) on alkionaj kertoimena dedy. Toisaalta Determinantin perusominaisuuden (D4)
mukaan on matriisieA ja A’ determinanttien lausekkeissa samat termit lukuunottamatta etumerkkeja ja tulon teki-
jéiden jarjestysta. Siis matriisia determinantin rivikehitelméssa on termay detA, jotency = + detAk. Edel-

leen determinantin ominaisuuden (D4) mukaan saadaan etumerkki lasketuksi laskemalla rivivaihtojen lukumaara.
Etumerkiksi saadaafi-1)'~1tk-1 = (—1)"*k, Siiscy = (—1)"*detAk = Cy. O

Determinantin vaakarivikehitelméssa on siienen vaakarivin alkiot kerrottu komplementeillaan ja laskettu yh-
teen.
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