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Homogeeninen yhtéléryhma

Lause. Jos lineaarisen homogeenisen yhtaloryhman

ai;nXy + aXe + - 4+ amXn = 0
aXy + axpXe + -+ + axX, = 0
anXys + apXe + -+ 4+ amn = 0

kertoimista muodostuvan matriisia determinantti on nollasta eroava, on yhtaldryhmalla vain triviaali ratkaisu.
Jos kyseinen determinantti on nolla, on yhtaléryhmalla my6s muita ratkaisuja.

Todistus. Jos def # 0, niin yhtaloryhmalla on Cramerin sé&dnndn nojalla yksikasitteinen ratkaisu. Koska yhtalo-
ryhmalla on aina triviaali ratkaisu, ei silla voi tdssa tapauksessa olla muita ratkaisuja.

Oletetaan, ettéa dat= 0. Voidaan olettaa, ettéa kaikki matriisin alkiot eivét ole nollia (jos kaikki kertoimet olisivat
nollia, olisi selvaa, etté yhtaléryhmalla on epéatriviaaleja ratkaisuja). On siis olemassa sellainknllukilc < n,

ettd matriisillaA on ainakin yksik-rivinen alideterminantti, joka on nollasta eroava, ja jokainen useampirivinen
alideterminantti on nolla. Vaihtamalla tarvittaessa yhtaloryhméassa yhtéaléiden ja tuntemattomien jarjestysta saadaan
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kaikillar =1,2,...,n, sillda jos 1< r <k, on determinantissa kaksi samaa vaakarivia, joten se on ominaisuu-
den (D5) mukaan nolla. Jos taks-1 <r < n, on determinantt(k 4+ 1)-rivinen matriisinA alideterminantti ja

siis oletuksen mukaan nolla. Kehitetddn tdma determinantti alimman vaakarivin mukaan ja merkitddn vastaavia
komplementtejd1, Dy, ... D1 (n&ma eivat riipu luvusta). Silloin kaikilla 1 <r < n saadaan

a1D1+ar2Do+ - + &k 1Diy1 = 0.
Taten tarkasteltavalla yhtaléryhmalla on ratkaisu
X1 =D1, X2 =D2,..., %1 =Dki1, Xj2=... =% =0.

Saatu ratkaisu on epatriviaali, koska yhtalgh (1) mukaan alidetermitanti-~ 0. O
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