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Esimerkkeja ryhmistéa

Esimerkki. Kokonaislukujen joukkdZ muodostaa ryhmén, kun maaritelladn bindarioperaatioksiteenlasku

+. Tarkistetaan vaite kdymalla lavitse ehd®0) — (G3). Kokonaislukujen ominaisuuksien perusteella on selvaa,
ettd Z on suljettu operaatior- suhteen ja ettéd operaatip on assosiatiivinen. Luku @ Z on ryhman(Z,+)
neutraalialkioe, silla kaikilla kokonaisluvuillaa :

Oxa=0+a=a=a+0=ax0.

Luvun a kaanteisalkia ™ on nyt—a, silla kaikillaa € Z

aral=a+(-a)=0=-ata=a lxa
Nyt on naytetty, ettdZ, +) on ryhmé. Koska+b =a+b=b+a=bxakaikilla a,b € Z, niin todetaan viela, etta
(Z,+) on Abelin ryhma.

Samoin voidaan todeta, etf@(rationaaliluvut) R (reaaliluvut) jaC (kompleksiluvut) muodostavat Abelin ryhméat
yhteenlaskun suhteen.

Esimerkki. JoukkoQ* = Q\ {0} on Abelin ryhma kertolaskunsuhteen. EhdaotG0), (G1) ja (G4) ovat selvia.
Ryhman(Q*,-) neutraalialkio on 1, silla kaikilla € Q* :

a-l=a=1-a

Samoin todetaan, etté alkien= Q* kaanteisalkio on Ja.

Samanlaisella paattelylla voidaan osoittaa, etté jolkp{0} ja C\ {0} ovat ryhmié kertolaskun suhteen.

Esimerkki. Nopeasti ajateltuna voi tuntua, etté kaikki joukot muodostavat ryhmia luonnollisten operaatioiden
suhteen. Nain ei kuitenkaan ole. Esimerkiksi joukke&i muodosta ryhmaa kertolaskun suhteen. Ryhméan vaati-
muksista toteutuvat kaikki ehdot paif$s3). JoukkoZ on suljettu kertolaskun suhteen ja kertolasku on assosiatii-
vinen. Kaikilla luvuillaa € Z kay neutraalialkioksi luku 1. Joukdh alkiot ovat jopa kommutatiivisia kertolaskun
suhteen. EhdoiiG3) toteutumiseksi pitéisi kaikilla alkioilla olla k&anteisalkio. Luku 0 aiheuttaa hankaluuksia,
silla 0-a = 0 kaikilla a € Z, ja taten luvulla O ei ole kdanteisalkiota. K&anteialkio on ongelmallinen muidenkin
lukujen kuin 0 kanssa. Ehdostaa! = 1 seuraa, etta ! = %, mutta%l ei ole joukonZ alkio, kuna # 1. Siis

muilla luvuilla kuin 1 ei ole k&anteisalkiota.

Edellisen perusteella ei myosk&@n {0} muodosta ryhméa kertolaskun suhteen.

Mieti, mikseivatQ, R ja C ole ryhmié kertolaskun suhteen.
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