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Esimerkkeja ryhmisté 2

Esimerkki. (VEKTORIRYHMAT) Vektoriavaruuden(V, +, -) vektorit muodostavat additiivisen Abelin ryhmaén.
Taman ryhman neutraalialkio on nollavektBrja vektorinX kéénteisalkio on vastavektoriX. Tallaisen ryhméan
muodostaa esimerkik®" = {(ay,...,an) |a € R, 1 <i <n}.

Esimerkki. (MATRIISIRYHMAT) Reaalilukualkioisten(m x n)-matriisien joukkoMm.n(R) muodostaa additii-
visen Abelin ryhman matriisien yhteenlaskun suhteen. Ryhmén neutraalialkiona on nollamatriisi ja matriisin
kaanteisalkiona or-A. (Tama ryhmé kuuluu itse asiassa jo edellisen esimerkin piiriin.)

Saanndllisterfn x n)-matriisien joukko
GLh(R) = {A€ Mp(R) | det(A) # 0}

muodostaa multiplikatiivisen ryhman matriisitulon suhteen. Ryhméan neutraalialkio on identiteettirhgaisiat-
riisin A kaanteisalkio on kaanteismatriigit. Kun n > 1, ryhmé&(GLn(R),-) on esimerkki ryhmésté, joka ei ole
Abelin ryhma.

Esimerkki. (JAANNOSLUOKKARYHMAT) Jaénnésluokat modulm muodostavat Abelin ryhmagZe, +), kun
yhteenlasku maéritellaén seuraavastib = a+ b. Ryhman neutraalialkio on jadnndsluokiga jaadnnosluokaa
k&anteisalkio on jadnndsluokkaa. Ryhma(Zm,+) on esimerkki darellisesta ryhmasta, silté, = m.

Jaannosluokkaa modulom sanotaaralkuluokaksijjos syta, m) = 1. Tama kasite on hyvin méaritelty, silla
jossyla,m) =1jaa=a, niinsyta,m) =1,

Todistetaan tama. Koska= &, niin a = a + mk jollekin kokonaisluvullek. Koska syta,m) = 1, on olemassa
sellaiset luvuu ja v, ettd 1= ua+vm Yhdistamalla nama saadaar=lua+vm= u(@ +mk) + vm= ua + (uk+
v)m. Koska luku 1 voidaan esittaa lukuj@hja m monikertojen summana, on ggt, m) = 1.

Kaikkien alkuluokkien modulan joukko
Zy={a€Zn|sytla,m =1}

muodostaa ryhman jaannosluokkien kertolasiub = a- b suhteen. Ryhmén neutraalialkio on jaannosluokka
Alkuluokana kaanteisalkio on se jadnndsluokka, joka toteuttaa kongruenssin

ax=1 (modm),

silloinhana-x = a-x = 1. Kuten Diofantoksen yhtal6iden kohdalla todetaan, talla kongruenssilla on yksikasitteinen
ratkaisux valilla0 < x<m-1.

EsimerkiksiZg = {1,2,4,5,7,8}.
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