Sanna Ranto, LUKUTEORIA JA ALGEBRA RYHMA
Versio 1, 1.11.2003

Ryhman generointi

Olkoon (G, *) ryhma jaS joukon G jokin osajoukko. Tarkastellaan ryhmd(, ) sellaisten aliryhmier(H, )
parvea, joiss®& C H. Tama parvi on epatyhja, koska ainakin ryh(@ =) kuuluu siihen. Kuten sivun Huomioi-
ta aliryhmasta toisessa lauseessa todettiin on parven aliryhiier) leikkaus myos aliryhma. Tata leikkausta
kutsutaarjoukon S generoimaksi ryhmé6, ) aliryhmaksija sitd merkitdén symbolillé< S>, ), missa siis

<S>= (] H. 1)

SCH
(H,%)<(G,x)

JoukonS alkioita sanotaan ryhmaf< S >, x) generaattoreiksiJos generaattoreita on &arellisen monta, toisin
sanoerS= {ay,...,a}, sanotaan, ettd ryhm& S>, «) on aérellisesti generoityja kéytetdan merkintaé

<S>=<ay,...,x>.

Méaaritelman mukaan ryhm@< S>, x) on pienin ryhmanG, ) aliryhmad, jonka alkiojoukkoor® kuuluu. Tas-
sé pienuus on ymmarrettava sisaltyvyytend, tdma pienin joukko siséltyy kaikkiin muihin sellaisiin mahdollisiin
joukkoihin, joissaS on osajoukkona ja jotka muodostavat ryhni&)«) aliryhmén.

Olkoon e neutraalialkio. Esimerkkind huomaamme, ett® > = {e}, < e >= {e} ja jos (H,*) < (G,x), niin
<H>=H.

Lause. Olkoon (G, *) ryhm& jaSC G. Silloin
<S>={ay*ap*...xan|M>1 a cStaia ' €S kaikilla1<i<m}

tai josS= 0, niin < S>= {e}, missée on ryhmanG neutraalialkio.
Todistus. JosS= 0, tiedetaan vaite todeksi. Olko@w 0 ja merkitaan
U={ag*az*...xan| m>1, a € Staia, L € S kaikila 1 <i <m}.
Valitsemalla tulossa; x ap * ... * am luvuksim= 1 nahdaan, ett& C U. Aliryhmakriteeria kayttamalla nahdaan,

ettd (U, x) < (G, ). Nimittéin, josas xaz*...xan €U jad) xa,*...xa, € U, niin (agxag*...xam) * (&) *aj *
cokal) t=agwagx. . xam* () "tk x(a)) Lk (a)) "t eU. Taten< S >CU.

Toisaalta jokainen joukk®l, joka esiintyy leikkauksessp|(1), sisaltéda kaikki joukbmlkiot. TatenU C< S > .
Siis< S>=U.0

Jos ryhm&G, «) on &arellinen, edellisen lauseen kaava saa yksinkertaisemman muodon &arellisia ryhmié koskevan
aliryhmakriteerin muunnelman perusteella:

<S>={ayxa*...4an|m>0, g € SVi}.

Esimerkki. Aareton ryhm&Z,+) on aarellisesti generoitu, silla

Z={1+1+...41=n-1|neZ}=<1>.
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