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Lagrangen lause

Lause.[Lagrangen lause] Olkoof, «) aérellinen ryhma jdH, x) < (G, ). Silloin

oy BG
G:H)= 4

Erityisesti siis darellisen ryhman aliryhmien kertaluku jakaa ryhman kertaluvun.

Todistus. Olkoot h; ja hy joukon H kaksi alkiota. Jos jollekira € G on axh; = ax*hp, niin ryhman yhtalén
supistussddnndn nojalla = h,. Taten jokaisessa sivuluokassaH on yhtd monta alkiota kuin joukossh

OlkoonD jokin vasempien sivuluokkien edustajisto, i3 = [G : H]. Koska vasemmat sivuluokat muodostavat
joukonG partition saadaan

1G= 3 f(axH) = EDﬂH = [G:H](#H),

ac

mista seuraa lauseen vaite.

Lagrangen lausetta voidaan kayttaa tutkittaessa, mitké ryH{i@&s joukon G osajoukoista voivat muodostaa
aliryhmia. Lauseen perusteella voidaan esimerkiksi sanoa, ettei j@bilaito osajoukko, jossa on enemman kuin
#G/2 alkiota voi muodostaa aliryhmaé. Lagrangen lauseen seurauksena saadaan myds seuraavat lauseet.

Lause. Olkoon (G, ) aarellinen ryhma. Kaikilla € G, ord(a) | #G.
Todistus.Koska orda) = f < a> ja (< a>,x) on ryhman(G, ) aliryhma4, niin vaite seuraa Lagrangen lauseesta.
O

Josa € Gja (G, *) on &arellinen ryhmé, niin edellisen lauseen perustdg€lla ord(a) - k, jollekin kokonaisluvulle
k. Taten
aj:G _ aord(a)~k _ (aord(a))k _ ek —e

missée on ryhmanG neutraalialkio. Tuloksena on saatu seuraava lause.
Lause. Olkoon (G, x) aarellinen ryhma jdG = n. Silloin a" = ekaikilla a € G.
Lause. Jos ryhmén kertaluku on alkuluku, niin ryhma on syklinen.

Todistus. Olkoon (G, x) ryhma jatG = p, missép on alkuluku. Valitaara € G, a # e. Silloin Lagrangen lauseen
ensimmaisen seurauslauseen mukaatedicp. Koskap on alkuluku ja toisaalta ofd) > 1, on orda) = p. Taten
a generoi koko ryhméiG, ). O

Lopuksi varoitus Lagrangen lausetta koskien. Sen kaanteinen tulos ei yleisesti pida paikkaansa. Toisin sanoen
yleisesti, jos ryhman kertaluku amnniin kaikille luvun n tekijoille m ei ole olemassa aliryhmaa, jonka kertaluku
olisi m.
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