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Sykliset ryhmaét

Maédritelmd. Ryhmaa(G, x) sanotaarsykliseksijos G on yhden alkion generoima, eli jos on olemassa sellainen
ac G, ettaca>=0G.

Lause. Olkoon (G, x) syklinen ryhma, siis on olemassa sellairer G, ettd G = < a > . Olkoon e ryhméan
neutraalialkio.

Jos(G, x) on &arellinen ryhmé, niin
G={eaa’...,a" 1},
missa positiivinen lukun on pienin sellainen eksponentti, edfa= e.
Jos(G, *) on &aretdn ryhma, niin
G={..,a%aleaad’. .}
ja kaikki potenssie™ (m e Z) ovat erisuuria, erityisesi™ # e kaikilla kokonaisluvuillam = 0.
Todistus. Ryhman generointi -sivun lauseen perusteell&ea {a™ | me Z}.

Oletetaan ensin, eti@, ) on &éarellinen. Silloin kaikki potenssif, a,a®,a3,a%,. .. eivét voi olla erisuuria, vaan
on olemassa sellaiset luvlija k, ettda = a jal > k. Koskaat x (al %) = a = a¢ = a*x e niin ryhmén yhtalon
supistussaannon nojalié X = e. Koskal —k > 0, on olemassa sellaisia positiivisia kokonaislukjjilla al = e.
Olkoonn pienin naista.

Jakoalgoritmin mukaan jokainen eksponentte Z voidaan kirjoittaa muodossa=qgn+r, missa 0<r <n-—1.
Nyt
aM=ai™" = (@"9xa =elxd =4.

Siis kaikki joukonG alkiot ovat muotoa’, missd 0< r < n—1, siisG = {a° a,...,a"1}. Kaikki timé&n joukon
alkiot ovat erisuuria, silla toistamalla aikaisempi paattely jouRalkioille [bydettaisiin jokin luku, jolle &' = eja
0 <t < n-—1. Tama on kuitenkin ristiriidassa luvunminimaalisuuden kanssa. Siis jouktéon vaitettyd muotoa.

JosG on aaretdn ovat kaikki potenssit', missam € Z, erisuuria, silla muuten paadyttéisiin &arelliseen ryhmaan
kuten edella™d

Ryhman kertaluku on maaritelmén mukaan ryhmaén alkioiden lukuméaara. Maaritellaédn seuraavassa ryhman alkion
kertaluku.

Méaaritelma. Olkoon (G, x) ryhmé jaa € G. Alkion a generoiman aliryhméii< a >, ) kertalukua sanotaan
alkion a kertaluvuksiAlkion a kertaluvusta kaytetdan merkintaé @y siis

orda)=f<a>.

Edellisesta lauseesta seuraa, etta alda (aarellistd) kertalukuajos ja vain jos on pienin sellainen eksponentti,
jolla a" = e. Tallgin lisaksi alkiona potenssie? = e, a, a2, ...,a"* ovat kaikki erisuuria. Huomaa, etta ¢ed = 1
josjavainjosa=e.
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