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Lagrangen lauseen sovellus lukuteoriaan

Palautetaan mieleen alkuluokkien moduljpukko

Zy={a€Zn|syt(an) =1}
Esimerkkeja ryhmasta, 2 -sivulla todetaan, etta tama joukko muodostaa ryhman jaanndosluokkien kegataskun
a-b suhteen. Ryhman neutraalialkio &n
Ryhman(Z;,, -) kertaluvulle on maéritelty lukuteoriassa oma funktio.
Maédritelma. Eulerin ¢-funktio ¢(n), on niiden kokonaislukujem lukumaara, joille syim,n) =1ljal<m<n.
Siis §Z}, = ¢(n). Josn = p on alkuluku, niing(p) = p— 1. Esimerkkina todetaan, etti(10) = 4, silla luvut
1,3,7,9 ovat suhteellisia alkulukuja luvun 10 kanssa ja ndma ovat ainoita, jotka ovat positiivisia ja enintdan 10.
Lagrangen lauseen avulla voidaan todistaa seuraava lukuteoreettisestEidkdd lause.

Lause.[Eulerin lause] Jos sy&,n) = 1, niin

a®™ =1 (modn).

Todistus. KoskaZy, muodostaa ryhman, jonka kertaluku ¢fn) niin Lagrangen lauseen toisen seurauslauseen
mukaan kaikillaa € Z; ona*’n = a®(" = 1. Kirjoittamalla timé& kongruenssin muotoon saadaan vite.

Eulerin lauseen erikoistapauksena saadamat’n pikkulause.
Lause.[Fermat'n pikkulause] Olkoom alkuluku. Jospt &, niin
aPl1=1 (modp).

Kaikille kokonaisluvuille on voimassa
aP=a (modp).

Todistus. Josp 1 a eli syt(a, p) = 1, niin ensimmainen véite seuraa Eulerin lauseesta, {8 = p— 1. Toisen
véitteen todistamiseksi huomataan ensin, ett&pjoa, niin a-aP~! = a (mod p) eli a = a (mod p). Josp | a,
niina=0 (mod p), joten mydsa® =0 (mod p) eliaP =a (mod p). O
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