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Ryhmahomomorfismin ydin ja kuva

Méaaritelma. Olkoon f : (G,x) — (G',e) homomorfismi jag ryhmén (G, e) neutraalialkio. Silloin kuvauksen
ydin (kernel) ker(f), on joukko
ker(f)={ae G| f(a)=¢€}.

Kuvauksenf kuva (image)Im (f), on joukko

Im (f) = {f(a) |ac G}.

Ryhmien homomorfia -sivun lauseen perusteelldlon(f),e) = (f(G),e) ryhman(G',e) aliryhma.
Lause. Olkoon f : (G,*) — (G, e) ryhmahomomorfismi. Silloirtker( f),*) on ryhman(G, x) aliryhma.

Todistus.Sivun Ryhmien homomorfia huomion nojalla ryhm@ ) neutraalialkioe kuvautuu homomorfismissa
f rynmén(G', e) neutraalialkioksE'. Siise € ker(f), joten joukko ke(f) on epatyhja.

Oletetaan, etté, b € ker(f). Homomorfismin ja ytimen méadritelmien seké sen tiedon, ettd homomorfia kuvaa
kaanteisalkion kaanteisalkioksi, perusteella saadaan:

flaxb ) =f(a)ef(b ) =f(a)ef(b) l=de(e)1=F¢.
Tatenax b1 € ker(f) ja véite seuraa aliryhméakriteerista.
Lause. Ryhmahomomorfismf : (G,*) — (G',e) on injektio jos ja vain jos kéif) = {e}, missde on ryhméan
(G, *) neutraalialkio.
Todistus.Olkoon€ ryhman(G', e) neutraalialkio.

Oletetaan ensin, ettBon injektio. Koska homomorfismi sailyttaa neutraalialkion, rfii@) = €. Jos toisaalta on
olemassa jokin joukofs alkio x, jolle f(x) = €, niin injektiivisyydesté seuraa, etié= e. Siis ke f) = {e}.
Oletetaan kaantden, etté key = {e}. Olkootxy,x, € G. Ehdostaf (x1) = f(xz) seuraa, ettdi(x;) e f(x2) 1 = €.
Koska homomorfismi kuvaa kaanteisalkion kaanteisalkioksi, saalaayw f (x, 1) = €. Homomorfian perusteel-
la on f(x1 #%, 1) = €. Oletuksesta kéif ) = {e} seuraa nyt, ettély +x,* = e, jotenx; = X,. Siis f on injektio.(]
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