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Ryhmien homomorfialause

Seuraavan lauseen mukaan jokainen homomorfismi antaa tietyn isomorfian. Lauseeseen siséltyy myos kuvauksen
indusoinnink&site. Tama lause on ryhmateorian peruslauseita.

Lause.[Ryhmien homomorfialause] Jds: (G, x) — (G, e) on ryhm&homomorfismi, niin
(G/ker(f),-) =~ (Im (f),e).
Tarkemmin: homomorfismi indusoiisomorfismin

F:(G/ker(f),") — (Im(f),e), F(axker(f))=f(a) VaecG.

Huomaa, ettd sivun Huomioita normaaleista aliryhmist& ja homomorfimista toisen lauseen rtkes@é) *)
on ryhman(G, x) normaaali aliryhmd. Taten lauseen tekijaryhni@q ker(f),-) muodostaminen on mahdollista.
Tass& operaatiomaaritellddn kuten sivun Tekijaryhma lauseessdaetiker(f)) - (b« ker(f)) = (axb) «ker(f)
kaikilla a,b € G. Siirrytaan sitten todistamaan itse lausetta.

Todistus.Todistetaan ensin, etta kuvali®n hyvin maaritelty. Jos joillekia, b € G onaxker(f) = b«ker(f) niin
a e bxker(f) elia= bk, jollekin ytimen alkiollek. Taten, jos€’ on ryhman(G', e) neutraalialkio,
F(axker(f)) = f(a) = f(bxk) = f(b) e f(k) = f(b) e € = f(b) = F(bxker(f)),

mika todistaa hyvinmaariteltavyyden.

Osoitetaan seuraavaksi, etén homomorfismi. Kaikillaax ker(f),b«ker(f) € G/ ker(f) saadaan
F((axker(f))- (bxker(f))) =F(axbxker(f)) = f(axb) = f(a)e f(b) = F(axker(f)) e F(bxker(f)).

TatenF on homomorfismi.

Bijektiivisyyden osoittamiseksi naytetaan, eft@n injektio ja surjektio. Surjektiivisuus seuraa suoraan kuvauksen

F madritelméasta. Injektiivisyys todetaan kayttdmalla sivun Homomorfismin ydin ja kuva toista lausetta. Olkoon
€ ryhman (Im (f),e) neutraalialkio. Jos jollekira € G on F(axker(f)) = € niin silloin f(a) = €. Siisa e

ker(f), jotenaxker(f) = ker(f) on ryhman(G/ker(f),-) neutraalialkio. Taten kéF) = {ker(f)} ja saadaan
injektiivisyys.
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