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Esimerkkeja renkaista

Esimerkki. (LUKURENKAAT) KokonaisluvutZ, rationaaliluvutQ, reaaliluvutR ja kompleksiluvutC ovat ren-
kaita tavallisen yhteenlaskun ja kertolaskun suhteen. Nama renkaat ovat kommutatiivisia. Kaikkien néiden renkai-
den ykkosalkio on kokonaisluku 1 ja nolla-alkio luku O.

Myés kolmikko (Z[i], +,-), missa
Zli|={a+bi|abeZ}

ja operaatiot+ ja - ovat tavallinen yhteen- ja kertolasku, on rengas. Todistetaan ensinZ&fté+) on ryhma.
Z[i] on selvésti suljettu operaatiop suhteen. Tavallisena lukujen yhteenlaskuna operaata assosiatiivinen ja
kommutatiivinen joukosséli]. Kun vield huomataan, ettd 0 on neutraalialkio ja alkéoh bi € Z]i] vasta-alkio
on —a— bi, niin saadaan, ettéZ[i],+) on Abelin ryhma. RenkaaffZ[i],+,-) ykkosalkio on 1. On selvaa, etta
operaatio joukossaZ[i] on assosiatiivinen ja toteuttaa distributiivilait. Liséksi operaatin kommutatiivinen.

JoukkoaZli] sanotaarGaussin kokonaisluvuiksi.

Esimerkki. (MATRIISIRENKAAT) Reaalialkioisten nelidmatriisien joukk@4,(R) muodostaa renkaan matrii-
sien yhteenlaskun ja matriisitulon suhteen. Sivulla Esimerkkeja ryhmisté 2 todettiif Mtt&),+) on Abelin
ryhma. JoukkaMy(R) on suljettu matriisitulon suhteen, silla aina reaalilukujen summa ja tulo on reaaliluku. Sivun

Matriisitulon ominaisuuksia lauseiden nojalla matriisitulo on assosiatiivinen ja toteuttaa distributiivilait. Renkaan
ykkosalkio on identiteettimatriidj,.

Muita vastaavia ryhmid muodostavat nelidmatriisit yli kokonaislukujgn(Z), yli rationaalilukujenM,(Q) ja
yli kompleksilukujen24,(C) matriisien yhteenlaskun ja matriisitulon suhteen. Tarkista, ettd ndmé joukot ovat
suljettuja kyseisten operaatioiden suhteen.

Mainitut matriisirenkaat ovat epakommutatiivisia, koap- 1.
Esimerkki. (FUNKTIORENKAAT) Funktiojoukko
Cla,b] ={f:[a,b] — R | f jatkuva}
on rengas funktioiden pisteittdisen yhteen- ja kertolaskun suhteen:
(f+9x) =) +909),  (fg)(x) =f(x)g(x) Vxe[ab].

Kaymalla lapi ryhmapostulaatit on helppo todeta, ¢@,b|,+) on Abelin ryhma, neutraalialkiona on funktio
fo(x) = 0 kaikillax € [a, b]. RenkaarC|a, b] ykkdsalkio on funktiof (x) = 1 kaikilla x € [a, b]. Rengaspostulaattien
toteutuminen nahdaan helposti.
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