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Renkaan aritmetiikkaa

Olkoon(R,+, ) rengas. KoskéR, +) on ryhmé& noudattaa yhteenlasku ryhméteoriasta tuttuja séantdja. Esimerkiksi
alkioidena, b € R erotus méaaritellaén kuten ryhmésaé: b= a+ (—b).

My0s kertolaskun saéannét perustuvat rynmateoriaan. Huomaa, ettdalki@megatiivinen potenssi on méaaritelty
vain jos alkiollaa on kaénteisalkia 1.

Soveltamalla renkaan distributiivilakia (R5) toistuvasti saadaan kaavat kalldle. . ., am,b,bs,...,bh € R:

albi+---+by) = aby+---+aby,
(a1 +---+am)b arb+---+amb

jayleisesti
(a1+4---+am)(b1+---+by) =asbi +aihy+ - - - + ambp.
Seuraavassa lauseessa saadaan lisaa tarvittavia laskulakeja renkaaseen.

Lause. Olkoot (R, +, -) rengas, R sen nolla-alkio ja,b,c € R. Silloin

(i) OR-a: a~OR: OR,
(i) a(—b) = (—a)b=—(ab) ja(—a)(—b) =ab,
(i) a(b—c)=ab—acja(a—b)c=ac—bc.
Todistus. (i) Koska Gk = Or+ O, niin kayttamalla distributiivilakia saadaanz Ga = (Or+Or) -a= Or-a+ Or-a.

Véahentamalla saadun yhtalén molemmilta puolilia ®paadytaan yhtalo6n0= Or - a. Véite a- Or = Or voidaan
todistaa samoin.

(i) Koska distributiivilain ja edellisen kohdan nojalla @b+ a(—b) = a(b+ (—b)) = a- Or = O, niin tulo a(—b)
on tulonab vasta-alkio Abelin ryhmass&, +). Vastaavasti ndhdaén, ettd my@sa)b on tulonab vasta-alkio.

Edellisten yhtéldiden avulla saada@ra)(—b) = —(a(—b)) = —(—(ab)) = ab.
(iii) Nyt a(b—c) = a(b+ (—c)) = ab+a(—c) = ab+ (—(ac)) = ab— ac. Toinen yhtald voidaan todistaa samoin.
g

RenkaanR, +, -) alkiot toteuttavat ryhméteoriasta tutut laskulait:
(m+nja=ma+na, (mna=m(na), n(a+b)=na+nb VmneZabeR
Lisdksi kaikillaa,b € Rjam n € Z on voimassa

n(a-b) = (na)-b=a-(nb),
(na)-(mb) = (nm)(a-b).

Huomaa, ettd edellisissé tufm ei valttdmatta ole renkaan tulo-operaatio, kokonaislolei valttamatta sisally
renkaaseeiiR. Kun n on positiivinen, merkintda on lyhennysmerkinta :n alkiona summallea+ --- +a. Yk-
kdsalkiota kayttden voidaan tulte esittdéd renkaan operaationa, nimittéia= (nlg)-a= (Ir+---+1r) - a
Negatiivisillan :n arvoilla tulonaon alkion|n|a vasta-alkio.
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