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lhanne

Ryhmateoriassa normaaleilla aliryhmilla on erityisasema. Rengasteoriassa normaaleja aliryhmia vaataavat
teet

Maéritelm&. Olkoon (R, +,-) rengas. JoukkohC R sanotaan renkadR ihanteeksiai ideaaliksj jos

(11) (1,+) on ryhman(R, +) aliryhmé ja

(12) rael jaar el kaikilar e Rjaael.

(Jos ehdosta (12) jatetédén pois ehtoe |, saadaan yleisempasemman ihanteddsite. Vastaavastiikea ihanne
saadaan jattamalla ehdosta (12) pois ehte |.)
Jokaisen renkaafR, +, -) triviaalit ihanteet ovat rengas itse ja nollaiharidg} .

Jos renkaariR, +,-) ihannel muodostaa alirenkaan operaatioidena - suhteen, niin alirengaskriteerin nojalla
1r € |. Tasta seuraa ehdon (12) nojalla, atté r - 15 € | kaikillar € R. Taten rengas itse on sen ainoa ihanne, joka
on myos (ali)rengas.

Edellisen paattelyn nojalla saadaan seuraava tdtsst on renkaan R aito ihanne (siisd R), niin INR* =0 (R*
on renkaan yksikéiden joukkdimittin, jos renkaan yksikkd < I, niin ehdon (12) nojallau-u™t =1z €1, ja
silloin olisi| = R.

Lause. (Ihannekriteeri) Olkoor{R, +,-) rengas jd C R. Joukkol on renkaarR ihanne jos ja vain jos seuraavat
ehdot toteutuvat:

(a) | on epatyhja joukko,

(b) a—bel kaikilaa,bel ja

(c) racljaarel kaikillar e Rjaael.
Todistus. Ehdot (a) ja (b) ovat yhdessa ekvivalentit ehdon (I11) kanssa. Ehto (c) on sama kuin eHio (12).

Lause. Jos joukot ja J ovat renkaarnR, +, -) ihanteita, niin samoin on niiden leikkaus J ja summa
I+J={a+blacl, beJ}.

Sama on voimassa useammankin kuin kahden ihanteen tapauksessa (leikkauksen suhteen jopa aarettéman monen
ihanteen leikkaus on ihanne).

Todistus. Todistetaan summaa koskeva vdite. Leikkausta koskeva véite voidaan todistaa samantapaisella paattelyl-
l&. Koskal ja J ovat ihanteina epétyhjia joukkoja, on niiden summakin epétyhja.

Olkootag,ax €1, b,y e Jjaci=a+b €1 +J (i = 1,2). Kayttden hyvaksi sivulla Renkaan aritmetiikkaa
esiteltyja laskulakeja ja ryhm&iR, 4+) kommutatiivisuutta saadaacy, —c, = ag + b1 — (az+bp) =a1 + b1 —ax —

b, =a;—ay+bi1—by el +J. Kaikillar € Ronrc; =r(a;+by) =ra; +rbs € | +J. Vaite seuraa ihannekriteerista.
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