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Ihanteen generointi ja paaihannerengas

Ryhmateoriassa todettiin, etté jouk@nosajoukko generoi ryhm&G, «) aliryhmén. Ihanteille saadaan vastaava
tulos. Olkoon(R, +, -) rengas je&SC R. Silloin Sgeneroi renkaaR ihanteen< S>, missé

<S>= N l.

Cl
| on renkaar(R +,-) ihanne

Sivun lhanne viimeisen lauseen mukaars > on ihanne. Tama ihanne on renka@ +,-) suppein sellainen
ihanne, joka sisaltaa joukdh

JosS on &arellinen joukkd&s = {ay,ay,...,an}, niin ihanteen< S> sanotaan olevadérellisesti generoitu(va)
Talldin voidaan merkité& S>=< as,...,a5 > .

Yhden alkiona generoimaa ihannetta a > sanotaampaaihanteeksi

Huomaa, etta
<ay,...,ap>=<by,...,bn >,

jos kumpikin ihanne siséltaa toisen generaattorit. Nimittain,gos..,a, €< ba,...,bym >, niin edella todetun
nojalla< ay,...,ap >C< by, ..., by > . Vastaava tulos saadaan toisin pain.

Triviaalit ihanteeR ja {Or} ovat padihanteita, koslR=< 1gr > ja {Or} =< Or > .
Maaritelmd. Rengasta, jonka kaikki ihanteet ovat paaihanteita, sanqitaaimannerenkaaksi (principal ideal
ring).

Lause. Jos(R,+,-) on kommutatiivinen rengas jeay, . ..,a} C Ron epétyhjé joukko, niin

<ag,...,xq>={ra+---+nal|rieRi=1,...,k}.

Todistus. MerkitddnU = {rja; +---+ra | ri € R i=1,...,k}. SelvastiU on epatyhja joukko. Olkoat;a; +

- trag €U jasia; + - - - + skak € U. RenkaarR distributiivilaeista seuraa, etta
rag+---+rnax— (1 +--+%a) = (—s1)as +-- + (rk —)ak € U,

sillar; —s € Rkaikilla luvuni arvoilla.

Olkoonr € R. RenkaarR distributiivi- ja assosiatiivilaeista seuraa, etta
r(rias+---+naéw) = (my)ag+---+ (rmac €U,

sillarr; € Rkaikilla arvoillai. Ihannekriteerin nojall& on ihanne.

Kaikilla luvuni arvoilla Gkag + - - - + Oraj_1 + 1ra + Oraj+1 + - - + Orax € U, missa @ on renkaarR nolla-alkio
ja 1z on ykkosalkio. TateHay, . ..,ax} € U. KoskaU on ihanne< ay,...,a >C U.

Toisaalta jokainen joukkb, joka sisaltyy leikkaukseen

<ay,...,a>= N I

{ag,...a}Cl
I on renkaar(R,+,-) ihanne

sisaltaa kaikki joukoty alkiot. Taten C< ay,...,a > jasiis< ai,...,a >=U. O
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