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Jaanndsluokkarengas

Ryhmaélle (G, ) méariteltiin normaalin aliryhm&dN, x) avulla tekijaryhm&G/N. Vastaavasti méaaritelladn nyt
renkaalle(R, +, -) jadnndsluokkarengd®/| renkaan ihanteehavulla.

Olkoonl renkaanR, +, -) ihanne. Silloin ryhmé&l, +) on ryhmanR, +) normaali aliryhm& — normaalisuus seuraa
ryhmén(R, +) kommutatiivisuudesta. Taten voidaan muodostaa tekijaryhméa

R/l ={a+||acR}={a+l|aecD},

missaD on jokin jadnnosluokkien & | edustajisto. Tekijaryhman operaatiomaaritellaén luonnollisesti kaikille
abeD:
(@a+1)+(b+1)=(a+b)+I.

Lause. Josl on renkaar(R, +, ) ihanne, niin(R/I,+,-) on rengas seuraavasti méadriteltyjen operaatioidga -
(jatetdan merkitsemattd) suhteen:

(@+1)+(b+1)=(a+b)+1, (a+!)(b+1)=ab+l,

misséa,b € R

Todistus. Todistetaan vaite tarkistamalla renkaan postulaatit (R1)-(R5). Kuten edell& todettiRYlor-) ryhma.
Koska(R,+) on Abelin ryhma on myod$R/1,+) kommutatiivinen.

Osoitetaan toiseksi, etta jaannosluokkien kertolasku on hyvinméaaritelty. Okk¢dn=a' +1 jab+1 =b' +1,
silloina=a +iijab="b' +iy, joillekin iy,io € I. Nyt

ab= (a’+i1)(b’+i2) = a’b’+a’i2+i1b’+i1i2.
Koskal on renkaarR ihanne se siséltaa tulati,, i1l jaiiio seka naiden summan. Taten=a'b’ +i, misséi € 1.
Tama tarkoittaa samaa kuab € &'/ + 1 eliab+1 =a'l/ +1.

Olkoona, b, c € R Renkaan alkioiden assosiatiivisuuden nojalla saadaan postulaatin (R3) toteutuvuus:

(@a+1)((b+1)(c+1)) (a+1)(bc+1)=a(bc)+1

(@b)c+1 = (ab+1)(c+1) = ((a+1)(b+1))(c+1).

Samoin voidaan todistaa distributiivilait (R5).

Renkaar(R/l,+,) ykk&salkio on &+ 1, missa %k on renkaan(R, +, -) ykkodsalkio. Nimittéin kaikillaa € R on
(a+1)(Ir+1)=a-Ig+1=a+l =1r-a+l = (Ir+1)(a+1).
O

Méaaritelma. RengastdR/I,+,-) sanotaan renkagiR, +, ) jadnndsluokkarenkaakgianteerl suhteen (voidaan
sanoa myosekijarenkaaks{englanniksi residue class ring, factor ring)).
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