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Renkaiden homomorfialause

Lause.[Renkaiden homomorfialause] Jbs (R, +,-) — (R,+',-") on rengashomomorfismi, niin
(R/ker(f),+,) ~ (Im(f),+,-).
Tarkemmin:f indusoirengasisomorfismin
Fo(R/ker(f),+,) — (Im (), +,),
missaF (a+ker(f)) = f(a) kaikilaac R.

Todistus. Ryhmien homomorfialauseen nojalla kuvdts (R/ker(f),+) — (Im (f),+’) on ryhmaisomorfismi.
On siis todistettava, etté kuvabstoteuttaa homomorfiaehdot RH2 ja RH3.

Kaikilla a,b € R on
F((a+ker(f))-(b+ker(f)))=F(a-b+ker(f)) = f(ab) = f(a)' f(b) = F(a+ker(f)) ' F(b+ker(f)),
joten RH2 toteutuu. Lisakst (1r+ker(f)) = f(1r) = g = Lim (1), joten RH3 toteutuud

Kuten ryhmilla, saadaan renkailla homomorfialauseen nojalla alla oleva kommutoiva diagrammi. Okokaan
(R,+,) ihanne, silloin kuvausta

m: (R+,) — (R/1,+,), ma)=a+! VaeR
sanotaartkanoniseksi) projektioksKuvausrton rengashomomorfismi, silla kaikillab € Ron
ma+b) = (a+b)+1 = (a+1)+(b+1) =m(a)+n(b)
ja
ma-b)=a-b+1=(a+l)-(b+1)=m(a)- mn(b).
LisaksiT(1g) = 1r+| = 1g/. Kuvausron triviaalisti surjektiivinen.

Olkoon f : (R +,:) — (R,+',”) rengashomomorfismi. Valitaan nyt= ker(f). Homomorfialauseen nojalla
f(a) =F(a+ker(f))=F(a+1) =F(m(a)) = (F om)(a) kaikilla a € R, missaF on kuvaus(R/ker(f),+,-) —
(Im(f),+,"). Siis f = F ot Renkaan(R +,-) homomorfiset kuvat vastaavat siis bijektiivisesti renk&an
jadadnndsluokkarenkaita.

(R7+7') f (Im (f)7+/a'/)

(R/ker(f), +,-)
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