Sanna Ranto, LUKUTEORIA JA ALGEBRA RENGAS
Versio 1, 1.11.2003

Kokonaisalue

Méaaritelmd. Renkaarn(R,+,-) alkiotaa sanotaamollanjakajaksi (zero divisorjosa # Og ja on olemassa sellai-
nenb € R b # Og, etta

(Talléin myos alkiob on nollanjakaja.)
Maéritelmd. RengastdR,+,-) sanotaarkokonaisalueeksi (integral domaijids

D1. (R,+,-) on kommutatiivinen ja

D2. renkaassR ei ole nollanjakajia.

Kokonaisalueess@, +, -) on voimassaupistamislakiOlkoona € D jaa # Op. Silloin kaikilla b,c € D,
jos ab=ac, nin b=c.

Nimittéin vasemmanpuoleinen yhtald on ekvivalentti sen kanssaa@ité c) = Op. Koskaa ei ole nollanjakaja
on oltavab— ¢ = 0p.

Maéritelma. KokonaisalueeriD, +,-) karakteristika (characteristic)

charD) — pienin sellainen positiivinen kokonaisluky ettdn- 15 = Op,

1 0, jos téllaista lukuan ei ole olemasa.
Toisin sanoen ch@D) on kokonaisaluee(D, +, -) ykkdsalkion b kertaluku ryhméasséD, +), paitsi jos kertaluku
on aareton, jolloin chdb) = 0.

Kokonaisaluee(D, +, ) kaikilla nollasta eroavilla alkioilla on sama kertaluku ryhméasg@a, +). Nimittéin yhtald
n-a= Op voidaan kirjoittaa muodossa- 1p) -a= Op (katso sivu Renkaan aritmetiikkaa). Koska kokonaisalueessa
D ei ole nollanjakajia, niin saatu yhtal®d on yhtapitava yhtaiétp = Op kanssa.

Lause. KokonaisalueeriD, +, -) karakteristika chdD) on joko O tai alkuluku.

Todistus. Oletetaan, ettd ch@d) = n # 0. Kirjoitetaan lukun kahden luvunn; ja ny tulonan = niny, misséa
O<m<nja0<n<n Silloin0p=n-1p =(n1-np)-1p = (n1-1p)(n2 - 1p). Koska kokonaisalueessa ei
ole nollanjakajia, on ainakin toinen tulon tekijoistg.0/oidaan olettaa, etté; - 1o = Op. Maaritelméan mukaan
n = chaiD) on pienin luku, jollen-1p = Op. Tatenn; = n. Luvunn ainoa tekijdihinjako on siie = n- 1, jotenn
on alkuluku.

Linkit :
Renkaan aritmetiikkaa
[SyKiset ryhmat




