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Huomioita kunnasta

Koska kunta on rengas, on siind maaritelty yhteen-, véhennys- ja kertolaski., Jas) on kunta jaa,b € K, niin

vahennyslasku oa— b = a+ (—b). Jakolasku méaaritelldan tavalliseen tapaan, feh0Ox :
a 1
—=ap? siis erityisesti = =b"1.
b ’ Y b

Kaikille a,b,c,d € K, kunb # Ok jad # Ok, saadaan soveltamalla renkaan laskulakeja, etta

a c_ac a ¢ ad+bc

bd bd b d_ bd

Osaméaérillgd lasketaan siis samoin kuin murtoluvuilla. Huomaa my®és, ﬁtt& a.

Jos ei ole sekaannuksen vaaraa, kunnéss#, -) merkitdén usein

Ik + 1k = 2, Ik +1k+1k =3,..., yleisestin-1x =n VneZ.

Koska kunta on kokonaisalue, sille on madritelty karakteristika (&harja tama on joko O tai alkuluku sivun
Kokonaisalue lauseen mukaaoscharK) = 0, niin (K, +,-) on aareton kunta. Aarellisen kunnan karakteristika
on alkuluku.

Jos chafK) = p on alkuluku, niin edellisessa yhtéldssélk =nonn =20 jos ja vain josp | n.
Koska kunta on rengas, voidaan puhua sen ihanteista. Seuraava lause késittelee tdman asian tyhjentavasti.
Lause. Kunnan(K,+, -) ainoat ihanteet ovaf ja {0k }.

Todistus.Kuten sivulla Ihanne todetaan owéja { Ok } kunnanK ihanteita. Olkoon kunnanK ihanne ja # {0k }.
Koska ihanteen alkiot ovat kunnan alkioita, niin kaikilee | on olemassa kéanteisalkio, joten ne ovat yksikoita.
Sivun lhanne huomion mukaan tésté seuraa,le&d. O

Olkoot (K, +,-) ja (K’,+',-") kuntia. Rengashomomorfismfa (K, +,-) — (K’,+’,-) sanotaan mydsuntahomo-
morfismiksiyastaavaa rengasisomorfismia sanotaartaisomorfismiksi.

Lause. Jokainen kuntahomomorfisnfi: (K,+,-) — (K’,+',-") on injektio ja siis indusoi kuntaisomorfismin
F:(K,+,-)— (Im(f),+',-).

Todistus. Sivun Rengashomomorfismin ydin ja kuva lauseen mukaan rengashomomorfismin ja siis tassa tapauk-
sessa kuntahomomorfismin ydin on ihanne. Edellisen lauseen mukaan siis ydin on joko kunta itse tai nollaihanne.
Jos ydin orK, niin silloin kaikilla a € K on f (a) = Ox. Tém& on kuitenkin mahdotonta rengashomomorfismin pos-
tulaatin RH3 nojalla. Siis kuntahomomorfismin ydin {0 } ja taten sivun Rengashomomorfismin ydin ja kuva
huomion mukaan kuntahomomorfismi on injektio.

Koskaf : (K,+,-) — (K’,+,”) antaa surjektiorf : (K,+,-) — (Im(f),+',."), saadaan lauseen loppuosan véite.
O

Edellisen lauseen mukaan kunn@h +, -) kaikki homomorfiset kuvat ovat isomorfisia timén kunnan kanssa.

[Renkaan yksikkoryhma
[Rengashomomorfismin ydin ja kyva
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