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Esimerkkeja alikunnista

Esimerkki. Olkoonn (n+# 0,1) nelivapaa kokonaisluku (toisin sanoen luvullai ole tekijana mitdan kokonais-
luvun neliétam?, missam > 1). Osoitetaan, etta joukko

Q(vn)={a+byn|abeQ}
muodostaa kunnafC, +, -) alikunnan. Jos > 0, on tdma alikunta myds kunndi, +, -) alikunta.
KoskaQ C Q(4/n), toteutuu alikuntakriteerin ehto AK1.
Oletetaan, etta+by/n, & +b'\/n € Q(y/n). Silloin
(a+byvn) — (@ +b'vn)=a-a +(b-b)yneQ(vn),
koskaa—a € Q jab—b' € Q. Taten ehto AK2 toteutuu.
Oletetaan lisaksi, et@ +b'y/n # 0. Nyt

a+by/n (a+byn)(@—-byn) 1
= = ad —bbn) + (a@b—al)y/n).

N R T IV L Tl G M A
Saatu tulos kuuluu kuntaa(/n), mikali (a')2— (b')?n # 0. Pitaé siis osoittaa, etd—b/\/n# 0. Josa' —b'\/n=
0, niin & = b’y/n. Josb’ = 0, niin mydsa’ = 0, mista seuraisi, ettd + b'\/n = 0, mika on ristiriita. Taterty # 0

/\2 / . . /

(samoin myos’ # 0). Nytn= %. Koskan € Z (n# 0,1), niin myos(&)? € Z ja siis & € Z. Tasta seuraa, etta
n on nelid, miké on ristiriita. Sii®’ —b'y/n # 0 ja nain ollen ehto AK3 toteutuu.
Esimerkki. Olkoon(K,+,-) kunta ja chafK) = 2. Naytetéan, etté joukk§Ok , 1k } muodostaa kunnal alikun-
nan. Koska joukossfOk, 1x } on kaksi alkiota ehto AK1 toteutuu.

Koska chafK) = 2, on Ik + 1k = Ok ja t&sté seuraa, ettdly = Ok — 1k = 1k. Vastaavasti voidaan laskea muut
erotukset ja nahdaén, etté ehto AK2 toteutuu. Ehto AK3 toteutuu, kﬁskﬂa molemmillaa € {Ok, 1« }. Véite
seuraa alikuntakriteerista.

Esimerkki. Olkoon(K,+,-) kunta ja kuvaud : (K,+,-) — (K,+,-) homomorfismi kunnalta itselleen. Merkitdan
F={acK|f(a)=a}.

Néaytetdan, ettéF, +,-) on kunnanK, +,-) alikunta. KuntagF, +, -) sanotaan homomorfismihkiintokunnaksi.

Koska kuntahomomorfismi (katso sivu Renkaiden homomorfia) kuvaa fdiha) = 1k ja f(Ok) = Ok, niin
{0k, 1k } C F. Taten alikuntakriteerin ehto AK1 toteutuu. Oletetaan, afté F. Silloin joukonF ja homomorfian
maaritelman perusteella (katso sivu Renkaiden homomorfia)

f(a—b)=f(a+(~b))=f(a)+ f(-b)= f(a)— f(b) =a—h.

Tatena—b € F. Jos lisdksb # Ok, niin

f(2) = flab™) = f(a)- 1(b) = () (o) T =ab =2,

jasiis§ € F. Endot AK2 ja AK3 toteutuvat. Vaite seuraa alikuntakriteeristé.
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